
Пучки & Сопутствующая Гомологическая Алгебра. Листок № 61

2
(необязательный)

Когомологическая размерность0

Соглашения и обозначения. Все топологические пространства в этом листке предполагаются локально ком-
пактными, а все пучки суть пучки абелевых групп. Пучок ௌ на пространстве ௑ называется мягким если для
любого замкнутого подмножества ௌ ⊂ ௑ ограничение сечений ுబ(௑, ௌ) → ௌೋ сюрьективно. Для пучка ி на ௑
и непрерывного отображения ௙∶ ௑ → ௒ прямой образ с компактными носителями ௙!ி это предпучок на ௒ с се-
чениями ௙!ி(௎) = {௦ ∈ ி(௙−భ(௎)) | ограничение ௙|supp(ೞ) ∶ supp(௦) → ௎ собственно}. Минимальное ௡ ∈ ℤ⩾బ,
такое что ு೙

೎ (௑,ி) = ଴ для любого пучка ி на ௑, называется когомологической размерностью пространства ௑
и обозначается dim೎ ௑.

ПГА 6½⋄1. Проверьте, что 𝑓!𝐹 ⊂ 𝑓∗𝐹 является подпучком пучка 𝑓∗𝐹 и сопоствление 𝐹 ↦ 𝑓!𝐹 явля-
ется точным функтором.

ПГА 6½⋄2. Пусть dim௖ 𝑋 ⩽ 𝑛 и в точной последовательности пучков на 𝑋

0 → 𝐹 → 𝑆଴ → 𝑆ଵ → 𝑆ଶ → ⋯ → 𝑆௡−ଵ → 𝑄 → 0

все пучки 𝑆௜ мягкие. Докажите, что пучок 𝑄 тоже мягкий.
ПГА 6½⋄3. Для любого а) открытого б) замкнутого подмножества 𝑌 ⊂ 𝑋 докажите неравенство

dim௖ 𝑌 ⩽ dim௖ 𝑋.
ПГА 6½⋄4. Пусть у каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 имеется открытая окрестность 𝑈 ∋ 𝑥 с dim௖ 𝑈 ⩽ 𝑛. Пока-

жите, что dim௖ 𝑋 ⩽ 𝑛.
ПГА 6½⋄5. Докажите, что dim௖ ℝ௡ = 𝑛.
ПГА 6½⋄6. Докажите когомологическуюконечномерность а) топологическихмногообразий б) гео-

метрических реализаций конечномерных симплициальных множеств¹.
ПГА 6½⋄7. Для непрерывного отображения 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 локально компактных топологических про-

странств положим 𝑅௜𝑓!𝐹 равным 𝑖-тому пучку когомологий комплекса

0 → 𝑓!𝐶଴ி → 𝑓!𝐶ଵி → 𝑓!𝐶ଶி → ⋯ ,

где 𝐶∙
ி это вялая резольвента Годемана пучка 𝐹. Покажите, что а) 𝑅଴𝑓!𝐹 = 𝑓!𝐹 б) для любой

точной тройки 0 → 𝐸 → 𝐹 → 𝐺 → 0 пучков на𝑋 возникает длинная точная последовательность

0 → 𝑓!𝐸 → 𝑓!𝐹 → 𝑓!𝐺 → 𝑅ଵ𝑓!𝐸 → 𝑅ଵ𝑓!𝐹 → 𝑅ଵ𝑓!𝐺 → 𝑅ଶ𝑓!𝐸 → ⋯

пучков на 𝑌 в) для любой точки 𝑦 ∈ 𝑌 слой 𝑅௜𝑓!𝐹௬ = 𝐻௜௖(�𝑓−ଵ(𝑦),𝐹|௙−భ(௬))� г) вместо вялой
резольвенты Годемана для вычисления 𝑅௜𝑓!𝐹 годится любая мягкая резольвента пучка 𝐹 д) если
dim௖ 𝑋 ⩽ 𝑛, то 𝑅௜𝑓!𝐹 = 0 для всех 𝑖 ⩾ 𝑛 и всех непрерывных отображений 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 в локально
компактные 𝑌 е) для любого непрерывного отображения 𝑔∶ 𝑍 → 𝑋 существует спектральная
последовательность с 𝐸௣,௤

ଶ = 𝑅௣𝑓!𝑅௤𝑔!𝐹 ⇒ 𝑅௣+௤(𝑓 ∘ 𝑔)!𝐹.
ПГА 6½⋄8. Пучок 𝐿 на 𝑋 называется плоским, если функтор² 𝐹 ↦ 𝐿⊗𝐹 точен на категории пучков.

Покажите, что у любого плоского пучка 𝐹 на 𝑋 имеется мягкая плоская резольвента.
ПГА 6½⋄9. Покажите, что контравариантныйфунктор из категориипучков в абелевы группыпред-

ставим , если и только если он переводит копределы в пределы.

⁰Подсказки ко всем задачам из этого листка можно найти в первой главе книги: B. Iversen. «Cohomology of sheaves».
¹Симплициальное множество ௑∶ ௱opp → 𝒮et называется конечномерным, если существует ே ∈ ℕ, такое что все

симплексы размерности ⩾ ே в ௑ вырождены.
²Сечения ௅ ⊗ ி(௎) ≝ ௅(௎) ⊗ ி(௎) (тензорное произведение абелевых групп).
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