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Точные категории0

ПГА 2½⋄1. Пусть категория ℰ имеет нулевой объект 0, а также ядра и коядра всех морфизмов¹. Для
произвольной стрелки𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 положим im𝜑 ≝ ker (𝑌 → coker 𝜑)и coim𝜑 ≝ coker (ker 𝜑 → 𝑋).
Покажите, что 𝜑 функториально раскладывается в композицию 𝑋 → coim𝜑 → im𝜑 → 𝑌.

Точные категории. Будем называть категорию ℰ точной, если она удовлетворяет условиям зад. ПГА 2½⋄1
и канонический морфизм coimఝ → imఝ является изоморфизмом для всех ఝ ∈ Mor ℰ. Композиция ఝట
называется точной, если ker ఝ = imట. Всё дальнейшее относится к произвольной точной категории.

ПГА 2½⋄2. Для коммутативной диаграммы с точными строками
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покажите, что: а) если ker 𝛼ଵ = 0 = ker 𝛼ଶ, то последовательность 0 → ker 𝜉 → ker 𝜂 → ker 𝜁
точна б) если coker 𝜉 = coker 𝛽ଵ = coker 𝛽ଶ = 0, то coker 𝜂 ≃ coker 𝜁, последовательность
𝑋ଶ → im 𝜂 → im 𝜁 точна, im 𝜁 = coker (ker 𝜂 → 𝑍ଵ), и coker (ker 𝜂 → ker 𝜁) = 0.

ПГА 2½⋄3. Покажите, что коммутативная диаграмма с точными строками
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𝐴ଶ // 𝐵ଶ // 𝐶ଶ // 𝐷ଶ
при coker 𝛼 = 0 функториально производит точную последовательность ker 𝛽 → ker 𝛾 → ker 𝛿,
а при ker 𝛿 = 0 — точную последовательность coker 𝛼 → coker 𝛽 → coker 𝛾.

ПГА 2½⋄4. Покажите, что любая композиция 𝜑𝜓 порождает длинную точную последовательность
0 → ker 𝜓 → ker 𝜑𝜓 → ker 𝜑 → coker 𝜓 → coker 𝜑𝜓 → coker 𝜑 → 0.

ПГА 2½⋄5. В коммутативной диаграмме с точными строками и coker 𝛼 = 0 = ker 𝜀
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𝐴ଶ // 𝐵ଶ // 𝐶ଶ // 𝐷ଶ // 𝐸ଶ
(1)

положим 𝐾 ≝ ker (𝐶ଵ → 𝐷ଶ) и 𝐾 ≝ coker (𝐵ଵ → 𝐶ଶ). Постройте естественные а) эпиморфизм
𝐾 ↠ ker 𝛿 и мономорфизм coker 𝛽 ↪ 𝐾 б) такую единственную стрелку 𝜕 ∶ ker 𝛿 → coker 𝛽,
что композиции 𝐾 → 𝐶ଵ → 𝐶ଶ → 𝐾 и 𝐾 → ker 𝛿 డ−→ coker 𝛽 → 𝐾 совпадают в) длинную точную
последовательность ker 𝛽 → ker 𝛾 → ker 𝛿 → coker 𝛽 → coker 𝛾 → coker 𝛿.

ПГА 2½⋄6. Покажите, что в диаграмме (1) обратимость стрелок 𝛼, 𝛽, 𝛿, 𝜀 влечёт обратимость 𝛾.

ПГА 2½⋄7. Для комплекса² 𝐶 : ⋯ ௗ೔−భ−−→ 𝐶௜ ௗ೔−→ 𝐶௜+ଵ ௗ೔+భ−−→ ⋯ положим 𝑍௜ ≝ ker 𝑑௜ , 𝑍௜ ≝ coker 𝑑௜−ଵ,
𝐻௜ ≝ 𝑍௜∕ im𝑑௜−ଵ. Убедитесь, что 𝑑௡ задаёт стрелку 𝑍௡ → 𝑍௡+ଵ, и для точной последовательности

комплексов 0 → 𝐴 ఈ−→ 𝐵 ఉ−→ 𝐶 → 0 постройте функториальную точную последовательность

𝐻௡(𝐴) ு೙(ఈ)−−−→ 𝐻௡(𝐵)
ு೙(ఉ)

−−−→ 𝐻௡(𝐶) ு೙(ఋ೙)−−−−→ 𝐻௡+ଵ(𝐴) ு೙+భ(ఈ)−−−−−→ 𝐻௡+ଵ(𝐵)
ு೙+భ(ఉ)

−−−−−→ 𝐻௡+ଵ(𝐵).
⁰Подсказки ко всем задачам из этого листка можно найти в первой главе книги: B. Iversen. «Cohomology of sheaves».
¹Т. е. (ко)уравнители стрелок ௑ → ௒ и нулевой стрелки ௑ → ଴ → ௒.
²Это значает, что ௗ೔ௗ೔−భ = ଴ при всех ௜.
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