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Представления конечных групп

ТП5⋄1. Покажите, что на каждом вещественном (соотв. комплексном) конечномерном пред-
ставлении конечной группы 𝐺 можно ввести 𝐺-инвариантное евклидово (соотв. эрмитово)
скалярное произведение. Выведите отсюда полную приводимость таких представлений.

ТП5⋄2∗. Опишите все конечные подгруппы в SO3(ℝ) с точностью до сопряжения.
ТП5⋄3. Покажите, что 𝑅(𝐺1 × 𝐺2) = 𝑅(𝐺1) ⊗ℤ 𝑅(𝐺2), где 𝑅(𝐺) ⊂ ℂ𝐺 обозначает кольцо ком-
плексных представлений1 конечной группы 𝐺.

ТП5⋄4. Пусть пересечение класса сопряжённости 𝐶 ⊂ 𝐺 с подгруппой 𝐻 ⊂ 𝐺 является объ-
единением 𝐷1⊔…⊔𝐷𝑠 классов 𝐻-сопряжённости. Для заданного характера 𝜒 подгруппы 𝐻
выразите значение индуцированного им характера группы 𝐺 на классе 𝐶 через значе-
ния 𝜒(𝐷𝑖), порядки |𝐷𝑖| и индекс [𝐺 ∶ 𝐻].

ТП5⋄5. Опишите комплексное представление группы 𝑆4, индуцированное а) двумерным
неприводимым представлением подгруппы 𝑆3 = Stab(4) б) 1-мерным представлением 4-
цикла умножением на 4√1 в) 1-мерным представлением 3-цикла умножением на 3√1.

ТП5⋄6 (аффинная группа прямой). Рассмотрим группу 𝐴 всех биективных преобразований
𝑥 ↦ 𝑎𝑥 + 𝑏 аффинной прямой 𝔸1 над полем 𝔽𝑝 = ℤ∕(𝑝). а) Покажите, что 𝐴 = 𝔽𝑝 ⋊ 𝔽∗

𝑝, где
𝔽𝑝 ⊂ 𝐴 — подгруппа сдвигов, а 𝔽∗

𝑝 ⊂ 𝐴 — подгруппа растяжений относительно начала ко-
ординат, и перечислите классы сопряжённости в 𝐴. б) Вычислите характер представления
группы 𝐴 в пространстве функций 𝔸1 → ℂ с нулевой суммой значений. Убедитесь, что оно
неприводимо и индуцировано одномерным представлением подгруппы сдвигов с харак-
тером 𝔽𝑝 → U1, 𝑡 ↦ 𝑒2𝜋𝑖𝑡∕𝑝. в) Покажите, что все остальные неприводимые представления
группы 𝐴 одномерны и вычислите их характеры.

ТП5⋄7∗ (группа Гейзенберга). Для простого 𝑝 > 2 и 𝑛-мерного векторного пространства 𝐿
над полем 𝔽𝑝 группа Гейзенберга 𝐻𝑛

𝑝 состоит из троек (𝑥,𝑢,𝑢∗) ∈ 𝔽𝑝 × 𝐿 × 𝐿∗ с операцией
(𝑥1,𝑢1,𝑢∗

1) ∘ (𝑥2,𝑢2,𝑢∗
2) ≝ (𝑥1 + 𝑥2 + (𝑢∗

2(𝑢1) − 𝑢∗
1(𝑢2))∕2, 𝑢1 + 𝑢2, 𝑢∗

1 + 𝑢∗
2). Обозначим через

𝐻′ ≃ 𝔽𝑝×𝐿 ⊂ 𝐻𝑛
𝑝 абелеву подгруппу всех троек вида (𝑥,𝑢, 0). а) Проверьте, что 𝐻𝑛

𝑝 действи-
тельно группа и перечислите её классы сопряжённoсти. б) Убедитесь, что 𝐻1

𝑝 изоморфна
группе верхних унитреугольных 3×3 матриц над 𝔽𝑝. в) Покажите, что для каждого 𝑎 ∈ 𝔽∗

𝑝
комплексное представление 𝑊𝑎 группы 𝐻𝑛

𝑝 , индуцированное одномерным представлени-
ем подгруппы 𝐻′ с характером 𝜓𝑎(𝑥,𝑢, 0) = 𝑒2𝜋𝑖𝑎𝑥∕𝑝, неприводимо, и все такие представ-
ления различны. Вычислите размерность и характер представления𝑊𝑎. г) Покажите, что
все остальные неприводимые представления группы 𝐻𝑛

𝑝 одномерны.
ТП5⋄8∗ (группа Гейзенберга 2). При 𝑝 = 2 обозначим через 𝐻 группу с 4𝑛 + 4 образующи-
ми ±1, ±𝑢1, … , ±𝑢2𝑛+1 и соотношениями 𝑢2𝑖 = −1, 𝑢𝑖𝑢𝑗 = −𝑢𝑗𝑢𝑖 и «минус на минус даёт
плюс». а) Убедитесь, что 𝐻 состоит из 22𝑛+2 элементов ±𝑢𝐼 = ±𝑢𝑖1 …𝑢𝑖𝑘, где 𝐼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑘)
пробегает всевозможные возрастающие поднаборы в (1, … , (𝑛 + 1)), включая ∅, для кото-
рого 𝑢∅ = 1, и отвечающие индексам 𝐼 чётной длины элементы ±𝑢𝐼 образуют в 𝐻 под-
группу2 𝐻𝑛

2 . б) Покажите, что группа 𝐻1
2 изоморфна группе кватернионных единиц 𝑄8.

Опишите в) центр г) классы сопряжённости д) неприводимые представления группы 𝐻𝑛
2 .

ТП5⋄9∗. Покажите, что в разложениях тензорных степеней любого эффективного представ-
ления конечной группы встречаются все неприводимые представления этой группы.

ТП5⋄10∗. Покажите, что каждый неодномерный неприводимый характер конечной группы
зануляется хотя бы на одном классе сопряжённости.

1Т. е. целочисленная линейная оболочка комплексных неприводимых характеров.
2Она называется группой Гейзенберга для 𝑝 = 2.
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