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Алгебры многочленов

ТП2⋄1. Пусть char𝕜 = 0. Постройте изоморфизмы между пространствами а) симметричных
𝑛-линейных форм 𝜑∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜 б) функций 𝑓∶ 𝑉 → 𝕜, задаваемых однородным
многочленом степени 𝑛 от линейных координат в каком-нибудь базисе пространства 𝑉
в) Sym𝑛(𝑉∗) г) Sym𝑛(𝑉)∗ д) (𝑆𝑛𝑉)∗ е) 𝑆𝑛(𝑉∗). Какие из них остаются изоморфизмами в
положительной характеристике?

ТП2⋄2. Пусть char𝕜 = 0. Постройте изоморфизмы между пространствами а) кососиммет-
ричных 𝑛-линейных форм 𝜑∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜 б) Alt𝑛(𝑉∗) в) Alt𝑛(𝑉)∗ г) (𝛬𝑛𝑉)∗ д) 𝛬𝑛(𝑉∗).
Какие из них остаются изоморфизмами при char𝕜 > 0?

ТП2⋄3 (спинорное разложение). Пусть char𝕜 ≠ 2, 𝑈 = 𝕜2 и 𝑉 = End(𝑈). Покажите, что
а) 𝑉⊗2 ≃ 𝑆2𝑉⊕𝛬2𝑉 б) 𝑆2𝑉 ≃ (𝑆2𝑈⊗𝑆2𝑈∗)⊕(𝛬2𝑈⊗𝛬2𝑈∗) в) 𝛬2𝑉 ≃ (𝑆2𝑈⊗𝛬2𝑈∗)⊕(𝛬2𝑈⊗𝑆2𝑈∗).

ТП2⋄4. Укажите в 𝑉⊗3 тензор, не равный сумме кососимметричного и симметричного.
ТП2⋄5 (принцип Аронгольда). Покажите, что над полем характеристики нуль пространство
Sym𝑛(𝑉) ⊂ 𝑉⊗𝑛 линейно порождается тензорами вида 𝑣⊗𝑛 = 𝑣 ⊗ … ⊗ 𝑣 с 𝑣 ∈ 𝑉 и явно
выразите через них тензор 𝑢 ⊗𝑤 ⊗𝑤 +𝑤 ⊗ 𝑢 ⊗𝑤 +𝑤 ⊗𝑤 ⊗ 𝑢 ∈ Sym3(𝑉). Порождается ли
𝑆𝑛𝑉 полными 𝑛-ми степенями 𝑣𝑛 векторов 𝑣 ∈ 𝑉?

ТП2⋄6. Существует ли линейная обратимая замена координат, превращающая многочлен
9 𝑥3−15𝑦𝑥2−6 𝑧𝑥2+9 𝑥𝑦2+18 𝑧2𝑥−2𝑦3+3 𝑧𝑦2−15 𝑧2𝑦+7 𝑧3 в многочлен от⩽ 2 переменных?

ТП2⋄7. Выясните, разложима ли в произведение трёх линейных форм от 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 грас-
сманова кубическая форма −𝜉1 ∧ 𝜉2 ∧ 𝜉3 + 2 𝜉1 ∧ 𝜉2 ∧ 𝜉4 + 4 𝜉1 ∧ 𝜉3 ∧ 𝜉4 + 3 𝜉2 ∧ 𝜉3 ∧ 𝜉4, и если
да, выпишите такое разложение явно.

ТП2⋄8. Существуют ли такие ненулевые линейные операторы 𝐹1, … ,𝐹𝑚 ∶ 𝑉 → 𝑉 и отличный
от 0 ∈ 𝕜𝑚 набор констант (𝜆1, … , 𝜆𝑚) ∈ 𝕜𝑚, что 𝜆1𝐹⊗𝑛

1 + … + 𝜆𝑚𝐹⊗𝑛
𝑚 = 0 при всех 𝑛 ∈ ℕ?

ТП2⋄9∗ (принцип расщепления). Покажите, что: а) диагонализуемые операторы всюду
плотны в End(ℂ𝑛) б) если утверждение про матрицу 𝐴 записывается системой полино-
миальных соотношений с целыми коэффициентами на матричные элементы 𝑎𝑖𝑗, то из
его справедливости для какого-нибудь всюду плотного множества матриц в Mat𝑛(ℂ) или
в Mat𝑛(ℝ) вытекает, что оно верно для всех матриц над любым коммутативным кольцом
в) если система полиномиальных соотношений на 𝑎𝑖𝑗 из предыдущего пункта не меняет-
ся при заменах 𝐴 ↦ 𝐶𝐴𝐶−1 с произвольным1 𝐶 ∈ GL𝑛(ℂ), то её достаточно проверить для
диагональных комплексных матриц.

ТП2⋄10. Для 𝑛×𝑛 матрицы 𝐹, рассматриваемой как линейный оператор 𝕜𝑛 → 𝕜𝑛, выразите
через коэффициенты характеристического многочлена 𝜒𝐹(𝑡) = det(𝑡𝐸 − 𝐹) числа: а) tr𝐹⊗2

б∗) tr𝐹⊗3 в) det𝐹⊗2 г∗) det𝐹⊗3, а для обратимой матрицы — след и определитель
действия 𝐹 д∗) на End(𝕜𝑛) по правилу 𝐺 ↦ 𝐹𝐺𝐹−1 е∗) на 𝑆2(𝕜𝑛∗) по правилу 𝐹𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
= 𝑓((𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝐹).

ТП2⋄11. Пусть char𝕜 = 0, и оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 диагонализуем. Выразите собственные
числа операторов 𝑆𝑘𝐹∶ 𝑣1 … 𝑣𝑘 ↦ 𝐹(𝑣1) …𝐹(𝑣𝑘) и 𝛬𝑘𝐹∶ 𝑣1 ∧ … ∧ 𝑣𝑘 ↦ 𝐹(𝑣1) ∧ … ∧ 𝐹(𝑣𝑘)
через собственные числа 𝐹 и докажите в 𝕜⟦𝑡⟧ следующие тождества:
а) det(𝐸 − 𝑡𝐹)−1 = ∑𝑘⩾0 tr(𝑆𝑘𝐹) 𝑡𝑘 б) det(𝐸 + 𝑡𝐹) = ∑𝑘⩾0 tr(𝛬𝑘𝐹) 𝑡𝑘.

ТП2⋄12∗. Верны ли тождества из зад. ТП2⋄11 также и для недиагонализуемых 𝐹?
ТП2⋄13∗. Пусть 𝐹∶ ℂ𝑛 → ℂ𝑛 — любой, а 𝐸∶ ℂ𝑛 → ℂ𝑛 — тождественный линейные операто-
ры. Докажите, что в End(ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛) выполняется равенство 𝑒𝐹⊗𝐸+𝐸⊗𝐹 = 𝑒𝐹 ⊗ 𝑒𝐹.

1Т. е. является утверждением не про матрицу 𝐴, но про линейный оператор 𝛼∶ ℂ𝑛 → ℂ𝑛 с матрицей 𝐴 в
некотором базисе.
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