
Геометрическое введение в алгебраическую геометрию. Листок № 6 (8.11.2013)

Соображения размерности

АГ⋄1 (результант). Зададимся (𝑛 + 1) натуральными степенями 𝑑଴, 𝑑ଵ, … , 𝑑௡, обозначим через
ℙே೔

= ℙ ම𝑆ௗ೔𝑉∗ඹ пространство гиперповерхностей степени 𝑑௜ в ℙ௡ = ℙ(𝑉) и положим

𝛤 = {(𝑆଴, 𝑆ଵ, … , 𝑆௡, 𝑝) ∈ ℙேబ
× ⋯ × ℙே೙

× ℙ௡ | 𝑝 ∈ 𝑆଴ ∩ 𝑆ଵ ∩ … ∩ 𝑆௡} .

Покажите что а) 𝛤—неприводимое проективное многообразие и найдите dim𝐺 б) существу-
ет единственный с точностью до пропорциональности неприводимыйполином𝑅 от коэффици-
ентов однородных форм 𝐹଴,𝐹ଵ, … ,𝐹௡ заданных степеней от (𝑛+1) переменных, обращающийся
в нуль , если и только если система (𝑛 + 1) уравнений 𝐹ఔ = 0 имеет ненулевое решение¹.

АГ⋄2 (геометрическое определение размерности). Покажите, что размерность неприводимогомно-
гообразия𝑋 ⊂ ℙ௡ равна: а) наибольшему 𝑑 ∈ ℤ, такому что𝑋∩𝐿 ≠ ∅ для любого (𝑛−𝑑)-мерного
проективного подпространства 𝐿 ⊂ ℙ௡ б) наименьшему 𝑑 ∈ ℤ, при котором имеется (𝑛−𝑑−1)-
мерное проективное подпространство 𝐿 ⊂ ℙ௡ с 𝑋 ∩ 𝐿 = ∅ в) наименьшему 𝑑 ∈ ℤ, такому что
𝑋 ∩ 𝐿 = ∅ для общего² (𝑛 − 𝑑 − 1)-мерного проективного подпространства 𝐿 ⊂ ℙ௡.

АГ⋄3. Покажите, что множество (𝑛−𝑑)-мерных проективных подпространств𝐻 ⊂ ℙ(𝑉), пересека-
ющих произвольно заданное 𝑑-мерное проективное многообразие 𝑋 ⊂ ℙ௡ = ℙ(𝑉) по конечному
множеству точек, является плотным открытым по Зарисскому подмножеством грассманиана³
Gr(𝑛 + 1 − 𝑑,𝑉), параметризующего все (𝑛 − 𝑑)-мерные проективные подпространства в ℙ(𝑉).

АГ⋄4 (𝒌-детерминанталь). Обозначим через 𝒟௞(𝑚, 𝑛) ⊂ ℙමMat௠×௡(𝕜)ඹ проективное многообразие
матриц𝑀 из𝑚 строк и 𝑛 столбцов с rk𝑀 ⩽ 𝑘. С помощью подходящего многообразия инцидент-
ности 𝛤 = {(𝐿,𝑀) | 𝐿 ⊂ ker 𝑀} (где 𝐿 — подпространство, а 𝑀 — матрица) покажите, что 𝒟௞(𝑚, 𝑛)
является неприводимым проективным многообразием и найдите dim𝒟௞(𝑚, 𝑛).

АГ⋄5. Покажите, чтомножество всех поверхностей 4-й степени 𝑆 ⊂ ℙଷ = ℙ(𝑉), на которых имеется
хоть одна прямая, образует неприводимую алгебраическую гиперповерхность в пространстве
ℙ(𝑆ସ𝑉∗) всех поверхностей 4-й степени.

АГ⋄6 (многообразие Фано гладкой квадрики). Покажите, что множество 𝑛-мерных проективных
подпространств, лежащих на гладкой (2𝑛 + 1)-мерной квадрике в ℙଶ௡+ଶ (соотв. на гладкой 2𝑛-
мерной квадрике в ℙଶ௡+ଵ) является неприводимым проективным многообразием (соотв. дизъ-
юнктным объединением двух изоморфных друг другу проективных многообразий) и выясните
размерности этих многообразий⁴.

АГ⋄7 (многообразие секущих). Для неприводимого 𝑋 ⊂ ℙ(𝑉) обозначим через 𝒮(𝑋) ⊂ Gr(2,𝑉)
замыкание множества всех прямых (𝑝, 𝑞) с 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋 и 𝑝 ≠ 𝑞, а через 𝑆(𝑋) ⊂ ℙ(𝑉) — объединение
в ℙ(𝑉) всех прямых ℓ из 𝒮(𝑋). Покажите, что а) 𝒮(𝑋) неприводимо и dim 𝒮(𝑋) = 2 dim𝑋 б) 𝑆(𝑋)
неприводимо и dim 𝑆(𝑋) ⩽ 2 dim𝑋 + 1 в) если 𝑋 — скрученная⁵ кривая, то dim 𝑆(𝑋) = 3

АГ⋄8. Покажите, что изолированные точки слоёв любого регулярного морфизма 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 за-
метают открытое (возможно, пустое) подмножество в 𝑋.

АГ⋄9 (теоремаШевалле о конструктивности). Докажите, что образ регулярногоморфизма алгебра-
ических многообразий получается применением конечного числа операций пересечения, объ-
единения и разности из конечного числа открытых и замкнутых подмножеств.

¹кстати, как выглядит этот многочлен, когда все степени равны единице?
²т. е. лежащего в некотором открытом по Зарисскому плотном подмножестве грассманиана Gr(𝑛 − 𝑑,𝑉), параметри-

зующего все (𝑛 − 𝑑 − 1)-мерные проективные подпространства в ℙ(𝑉)
³

подсказка:рассмотритемногообразие𝛤={(𝑥,𝐻)∈𝑋×Gr(𝑛+1−𝑑,𝑉)|𝑥∈𝐻},спомощьюпроекции𝛤→𝑋установите
егопроективнсть,неприводимостьинайдитеразмерность,затемприменитепроекцию𝛤→Gr(𝑛+1−𝑑,𝑉)

⁴они называются многообразиями Фано гладких квадрик или изотропными грасманианами
⁵т. е. не содержащаяся в плоскости
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