
Геометрическое введение в алгебраическую геометрию. Листок № 5½ (8.11.2013)

Предварительные задачи про размерности

АГ5½⋄1. Покажите, что dim𝔸௡ = 𝑛.
АГ5½⋄2. Докажите, что максимальный спектр любой 𝕜-алгебры, конечномерной как векторное

пространство над 𝕜, конечен и выведите отсюда, что любой конечный морфизм имеет не более,
чем конечные слои.

АГ5½⋄3. Приведите пример регулярного морфизма алгебраических многообразий, не являюще-
гося конечным, но имеющего не более, чем конечные слои.

АГ5½⋄4. Пусть 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) ∈ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] — многочлен положительной степени. При каком
условии на вектор 𝑎 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡−ଵ, 1) параллельная проекция гиперповерхности 𝑉(𝑓) ⊂ 𝔸௡ в
направлении 𝑣 на гиперплоскость 𝑥௡ = 0 является: а) доминантной б) конечной в) сюрь-
ективной ? г) Покажите, что dim𝑉(𝑓) = 𝑛 − 1 .

АГ5½⋄5. Докажите что dim(௫,௬)(𝑋 × 𝑌) = dim௫ 𝑋 + dim௬ 𝑌 для любой точки (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌.

Отступление о рациональных отображениях

АГ5½⋄6. Покажите, что правило (𝑡଴ ∶ 𝑡ଵ ∶ 𝑡ଶ) ↦ (𝑡−ଵ
଴ ∶ 𝑡−ଵ

ଵ ∶ 𝑡−ଵ
ଶ ) продолжается до рационального

отображения 𝜘 ∶ ℙଶ // ℙଶ , определённого всюду кроме 3 точек. Найдите эти точки, объясни-
те, как действует 𝜘 на тройке прямых, соединяющих эти точки, и опишите im 𝜘.

АГ5½⋄7 (график рационального отображения). Графиком 𝛤ట ⊂ 𝑋 × 𝑌 рационального отображения
𝜓 ∶ 𝑋 // 𝑌 , определённого на некотором открытом плотном 𝑈 ⊂ 𝑋, называется замыкание
множества точек {(𝑥,𝜓(𝑥)) ∈ 𝑋 × 𝑌 | 𝑥 ∈ 𝑈}.

а) Убедитесь, что график проекции аффинного пространства на его проективизацию пред-
ставляет собою раздутие 𝔸௡+ଵ в начале координат.

б) Опишите график квадратичного преобразования из зад. АГ5¹⁄₂⋄6 (в частности, опишите
слои его проекций на оба сомножителя).
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