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Квадрики

АГ⋄1. Докажите для 𝑛×𝑛-матриц 𝐴, 𝐵 формулу Тейлора: det(𝜆𝐴+𝜇𝐵) =
௣+௤=௡

𝜆௣𝜇௤ ⋅ tr ම𝛬௣𝐴 ⋅ 𝛬௤𝐵௧ඹ ,

где 𝛬௣𝐴 = ම𝐴ூ௃ඹ и 𝛬௤𝐵 = ම𝐵 ̂ூ ̂௃ඹ образованы дополнительными минорами порядков 𝑝 и 𝑞.
АГ⋄2. Обозначим через 𝑆 ⊂ ℙே = ℙ(𝑆ଶ𝑉∗) множество всех вырожденных квадрик на ℙ௡ = ℙ(𝑉).

Покажите, что а) 𝑆 является алгебраической гиперповерхностью, и точка𝑄 ∈ 𝑆 является неосо-
бой точкой поверхности 𝑆 тогда и только тогда, когда соответствующая квадрика 𝑄 ⊂ ℙ௡ имеет
единственную особую точку 𝑝 ∈ 𝑄 б) касательная гиперплоскость 𝑇ொ𝑆 ⊂ ℙே в такой неособой
точке 𝑄 ∈ 𝑆 состоит из всех квадрик на ℙ௡, проходящих через особую точку 𝑝 квадрики 𝑄 ⊂ ℙ௡.

АГ⋄3 (спинорное разложение). Пусть 𝑉 = Hom(𝑈−,𝑈+), где dim𝑈± = 2. Покажите, что 𝑉 = 𝑈∗
− ⊗ 𝑈+,

разложение 𝑉⊗ଶ на симметричную и косую сотавляющие иммеет вид

ම ම𝑆ଶ𝑈∗
− ⊗ 𝑆ଶ𝑈+ඹ ⊕ ම𝛬ଶ𝑈∗

− ⊗ 𝛬ଶ𝑈+ඹ ඹ⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

ௌమ௏

ම ම𝑆ଶ𝑈∗
− ⊗ 𝛬ଶ𝑈+ඹ ⊕ ම𝛬ଶ𝑈∗

− ⊗ 𝑆ଶ𝑈+ඹ ඹ⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
௸మ௏

.

АГ⋄4. Пусть 𝐺 ⊂ ℙଷ = ℙ(𝑉) — невырожденная квадрика, заданная квадратичной формой 𝑔, поля-
ризация которой есть ස𝑔. Покажите, что билинейная форма 𝛬ଶස𝑔 на 𝛬ଶ𝑉, заданная как

𝛬ଶස𝑔( 𝑣ଵ ∧ 𝑣ଶ , 𝑤ଵ ∧ 𝑤ଶ ) ≝ det ึ
ස𝑔(𝑣ଵ,𝑤ଵ) ස𝑔(𝑣ଵ,𝑤ଶ)
ස𝑔(𝑣ଶ,𝑤ଵ) ස𝑔(𝑣ଶ,𝑤ଶ)ื ,

является симметричной и неврожденной, запишите ее матрицу Грама в базисе 𝑒௜ ∧ 𝑒௝, где 𝑒௜
составляют 𝑔-ортонормальный базис в 𝑉, и покажите, что пересечение квадрики, задаваемой в
ℙହ = ℙ(𝛬ଶ𝑔) квадратичной формой 𝛬ଶ𝑔, с квадрикой Плюккера Gr(2,𝑉) ⊂ ℙହ состоит из плюкке-
ровых образов всех касательных прямых к квадрике 𝐺 ⊂ ℙଷ.

АГ⋄5. В обозначениях предыдущей задачи покажите, что вложение Плюккера Gr(2,𝑉) ↪ ℙ(𝛬ଶ𝑉)
переводит два семейства прямых на квадрике Сегре 𝐺 ⊂ ℙ(𝑉) = ℙ(Hom(𝑈−,𝑈+)) в пару гладких
коник, высекаемых из квадрики Плюккера 𝑃 ⊂ ℙ(𝛬ଶ𝑉) двумя дополнительными плоскостями

𝛬− = ℙ ම𝑆ଶ𝑈∗
− ⊗ 𝛬ଶ𝑈+ඹ и 𝛬+ = ℙ ම𝛬ଶ𝑈∗

− ⊗ 𝑆ଶ𝑈+ඹ ,

лежащими в ℙ(𝛬ଶHom(𝑈−,𝑈+)) по зад. АГ⋄3. Более того, обе коники вложены в эти плоскости
по Веронезе, т. е. мы имеем следующую коммутативную диаграмму¹:

ℙ(𝑈+) ��
Веронезе
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OO

АГ⋄6 (звёздочкаХоджа). В условиях предыдущих трёх задач оператор ∗ ∶ 𝛬ଶ𝑉
ఠ↦ఠ∗

−−−−−→ 𝛬ଶ𝑉 задаётся
соотношением 𝜔ଵ ∧ 𝜔∗

ଶ = 𝛬ଶස𝑔(𝜔ଵ,𝜔ଶ) ⋅ 𝑒ଵ ∧ 𝑒ଶ ∧ 𝑒ଷ ∧ 𝑒ସ , где 𝜔ଵ,ଶ ∈ 𝛬ଶ любые, а 𝑒௜ ∈ 𝑉 составля-
ют фиксированный ортонормальный базис формы 𝑔. Покажите что это определение корректно
(не зависит от выбора базиса), найдите собственные значения и собственные подпространства
оператора Ходжа и укажите место последних на предыдущей картинке.

¹Плюккер пунктирный, ибо отображает прямые в точки
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