
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. (2 ноября 2021)

Задачи для подготовки к контрольной №2

ПК2⋄1∘ (устный счёт1). В уме найдите матрицы, обратные к следующим матрицам 2 × 2:
а) (

3 −5
−2 3 ) б) (

−2 −5
−3 −7) в) (

−2 −3
−1 −1) г) (

3 −2
3 −1) д) (

1 −2
3 −5) .

Проверьте результат умножением на бумажке.
ПК2⋄2. Найдите базис в пространстве решений системы однородных линейных уравнений

а)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 2𝑥5 = 0
𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 − 𝑥5 = 0
3𝑥1 + 6𝑥2 + 5𝑥3 + 7𝑥4 = 0
− 𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 − 5𝑥4 + 4𝑥5 = 0
3𝑥1 + 6𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 7𝑥5 = 0

б)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 − 2𝑥4 − 3𝑥5 = 0
2𝑥1 − 2𝑥2 − 4𝑥3 − 4𝑥4 − 5𝑥5 = 0
2𝑥1 − 2𝑥2 − 4𝑥3 − 4𝑥4 − 3𝑥5 = 0
3𝑥1 − 3𝑥2 − 6𝑥3 − 5𝑥4 − 8𝑥5 = 0
− 2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 6𝑥4 + 11𝑥5 = 0

ОТВЕТ:в(а)приведённыйступенчатыйвидматрицысистемы:
⎛
⎜
⎜
⎝

12003
00101
0001−2

⎞
⎟
⎟
⎠
,параметрическоеописа-

ниепространстварешений:
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1=−2𝑥2−3𝑥5
𝑥3=−𝑥5
𝑥4=2𝑥5,

базисвпространстверешенийсоставляютстрокиматрицы

(
−21000
−30−121);в(б)приведённыйступенчатыйвидматрицысистемы:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

10−100
01100
00010
00001

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,параметриче-

скоеописаниепространстварешений:
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥1=𝑥3
𝑥2=−𝑥3
𝑥4=0
𝑥5=0,

базисныйвекторпространстварешений(1−1100).

ПК2⋄3. Найдите базис в ядре и образе линейного оператора 𝐹∶ ℚ4 → ℚ4, матрица которого
в стандартном базисе пространства ℚ4 имеет вид

а)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −2 −2 −3
3 −6 −5 −7
1 −2 −1 −1
3 −6 −9 −15

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 −3 −2
−2 −3 5 3
3 9 −12 −9

−1 −3 4 4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

ОТВЕТ:в(а)приведённыйступенчатыйвидматрицысистемы:(
1−201
0012),базисвядресоставляютстроки

матрицы(
2100

−10−21),базисвобразе—первыйитретийстолбцыисходнойматрицы;в(б)приведённый

ступенчатыйвидматрицысистемы:
⎛
⎜
⎜
⎝

10−10
01−10
0001

⎞
⎟
⎟
⎠
,базисвядресоставляетвектор(1,1,1,0),базисвобразе—

первый,второйичетвёртыйстолбцыисходнойматрицы.

ПК2⋄4. Линейный оператор 𝐹∶ ℚ3 → ℚ3 имеет матрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

2 2 0
3 3 3
0 3 0

⎞
⎟
⎟
⎠
в базисе из векторов

𝑣0 = (0, 1, −2) , 𝑣1 = (1, −1, −1) , 𝑣2 = (−2, 7, −7) .

Напишите матрицу оператора 𝐹 в стандартном базисе пространства ℚ3.
1Умение быстро делать эту задачу абсолютно необходимо как на контрольной№2, так и на всех последующих

контрольных.



ОТВЕТ:𝐹𝑒=𝐶𝑒𝑣𝐹𝑣𝐶−1
𝑒𝑣=

⎛
⎜
⎜
⎝

01−2
1−17

−2−1−7

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

220
333
030

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

−14−9−5
742
321

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

−54−33−18
1458342

−107−55−24

⎞
⎟
⎟
⎠
.

ПК2⋄5. Линейный оператор 𝐹∶ ℚ3 → ℚ3 имеет в стандартном базисе матрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

3 4 0
3 0 1
0 3 4

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Напишите матрицу оператора 𝐹 в базисе из векторов
𝑣0 = (1, 2, −1) , 𝑣1 = (1, 2, 0) , 𝑣2 = (−1, −1, −1) .

ОТВЕТ:𝐹𝑣=𝐶−1
𝑒𝑣𝐹𝑒𝐶𝑒𝑣=

⎛
⎜
⎜
⎝

2−1−1
−321
−210

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

340
301
034

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

11−1
22−1

−10−1

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

1813−3
−27−216
−20−1910

⎞
⎟
⎟
⎠
.

ПК2⋄6. Выясните, обратимы ли нижеследующие матрицы, и для обратимых найдите обрат-
ные, а для необратимых — их ранги:

а)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 −2 1
1 −4 2 0
3 −3 −12 10

−3 8 3 −4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 2 −2
1 1 −1 4
1 1 0 2

−1 0 1 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

в)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −2 −2 −1
3 −6 −5 0
2 −4 −6 −8
2 −3 −10 −21

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

ОТВЕТ:в(а)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

6431−46
189−12
4301

−9−310

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

в(б)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1−230
34−6−2

−2−352
−1−121

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

в(в)матрицанеобратимаранга3.

ПК2⋄7. Обозначим через 𝑈,𝑊 ⊂ ℚ4 наименьшие по включению аффинные подпростран-
ства, проходящие, соответственно,
а) через точки (−4, −4, 6, 1), (−4, −5, 9, 0), (−8, −1, 21, −4), (−10, −1, 33, −8) и через точки

(4, −15, −14, −3), (−13, 25, −23, 21), (−11, 17, −13, 13), (−9, 9, −3, 5).
б) через точки (−4, −5, 3, −3), (0, 7, −5, −4), (−7, −14, 9, 0), (−10, −23, 15, 0) и через точки

(−7, −14, 11, 6), (−14, −35, 28, 20), (−9, −20, 17, 14), (−1, 4, −5, −11).
Найдите dim𝑈, dim𝑊 и dim𝑈 ∩ 𝑊 или докажите, что 𝑈 ∩ 𝑊 = ∅.

ОТВЕТ:в(а)двенепересекающиесядвумерныеплоскости,в(б)дведвумерныеплоскости,пересекающиесяпо
прямой,проходящейчерезточку(−3,−2,1,−3)параллельновектору(2,6,−4,−1).

ПК2⋄8. Решите в поле ℚ системы уравнений

а)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 6𝑥4 − 𝑥5 − 3𝑥6 = 2
𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 − 9𝑥4 − 4𝑥5 − 13𝑥6 = 3
3𝑥1 + 5𝑥2 − 𝑥3 − 24𝑥4 − 8𝑥5 − 26𝑥6 = 7
3𝑥1 + 𝑥2 + 7𝑥3 − 12𝑥4 + 4𝑥5 + 14𝑥6 = 3
2𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 − 9𝑥4 + 2𝑥5 + 7𝑥6 = 2

б)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥1 + 2𝑥2 − 7𝑥3 − 2𝑥4 − 2𝑥5 + 7𝑥6 = 4
− 3𝑥1 − 6𝑥2 + 21𝑥3 + 7𝑥4 + 9𝑥5 − 32𝑥6 = −16
3𝑥1 + 6𝑥2 − 21𝑥3 − 3𝑥4 + 3𝑥5 − 12𝑥6 = 0
− 3𝑥1 − 5𝑥2 + 19𝑥3 + 6𝑥4 + 14𝑥5 − 47𝑥6 = −25
𝑥1 + 𝑥2 − 5𝑥3 + 2𝑥4 + 3𝑥5 − 14𝑥6 = −1

и укажите базисный репер в каждом аффинном пространстве решений.
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ОТВЕТ:в(а)приведённыйступенчатыйвидрасширеннойматрицысистемы:
⎛
⎜
⎜
⎝

103−3013
01−2−30−1−2
000013−1

⎞
⎟
⎟
⎠
па-

раметрическоеописаниепространстварешений:
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1=−3𝑥3+3𝑥4−𝑥6+3
𝑥2=2𝑥3+3𝑥4+𝑥6−2
𝑥5=−3𝑥6−1,

аффинноепространстворешений

проходитчерезточку(3,−2,0,0,−1,0),абазисегонаправляющеговекторногопространствасоставляютстро-

киматрицы
⎛
⎜
⎜
⎝

−321000
330100

−1100−31

⎞
⎟
⎟
⎠
;в(б)приведённыйступенчатыйвидрасширеннойматрицысистемы:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

10−3001−2
01−200−23
00010−22
00001−3−2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

параметрическоеописаниепространстварешений:
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥1=3𝑥3−𝑥6−2
𝑥2=2𝑥3+2𝑥6+3
𝑥4=2𝑥6+2
𝑥5=3𝑥6−2,

аффинное

пространстворешенийпроходитчерезточку(−2,3,0,2,−2,0),абазисегонаправляющеговекторногопростран-
ствасоставляютстрокиматрицы(

321000
−120231).
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