
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. (10 февраля 2021)

Задачи для подготовки к контрольной №4

ПК4⋄1. Найдите угол и расстояние между прямыми, заданными в стандартном ортонор-
мальном базисе евклидова пространства ℝ3 уравнениями

а) {
𝑥 − 2𝑦 + 8𝑧 = 3
− 2𝑥 + 5𝑦 − 19𝑧 = −8 и {

𝑥 + 3𝑦 + 9𝑧 = 3
− 2𝑥 − 5𝑦 − 16𝑧 = −4 .

б) {
𝑥 + 2𝑦 − 7𝑧 = 8
− 3𝑥 − 5𝑦 + 19𝑧 = −21 и {

𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 = 9
− 3𝑥 − 5𝑦 − 9𝑧 = −24 .

ОТВЕТ:В(а)перваяпрямаяимеетнаправляющийвектор(−2,3,1)ипроходитчерезточку(−1,−2,0),вторая
прямаяимеетнаправляющийвектор(−3,−2,1)ипроходитчерезточку(−3,2,0),абсолютнаявеличинакосинуса
угламеждупрямымиравна1

14,арасстояниеравно14√195
195.В(б)перваяпрямаяимеетнаправляющийвектор

(3,2,1)ипроходитчерезточку(2,3,0),втораяпрямаяимеетнаправляющийвектор(2,−3,1)ипроходитчерез
точку(3,3,0),абсолютнаявеличинакосинусаугламеждупрямымиравна1

14,арасстояниеравно√195
39.

ПК4⋄2. В евклидовом пространстве ℝ4 найдите координаты ортогональной проекции
а) вектора (−4, 2, 1, −1) на ортогональное дополнение к линейной оболочке векторов

(1, 2, 3, 6) и (1, 2, 4, 7) .
б) вектора (2, 4, −1, −3) на подпространство, заданное системой уравнений

{
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 + 4𝑥4 = 0
3𝑥1 + 3𝑥2 − 5𝑥3 + 9𝑥4 = 0 .

в) вектора (3, −1, 1, 2) на ортогональное дополнение к линейной оболочке векторов
(1, 1, 3, 5) , (−2, −2, −5, −9) , (−3, −3, −12, −18)

а также на ортогональное дополнение к ней.

ОТВЕТ:В(а)базисподпространствасоставляютвекторы(−2,1,0,0)и(−3,0,−1,1)сматрицейГрама𝐺=(
56
611)

и𝐺−1=(
11∕19−6∕19
−6∕195∕19);евклидоводвойственныйбазиссостоитизвекторов(−4/19,11/19,6/19,−6/19)и

(−3/19,−6/19,−5/19,5/19),искомаяпроекцияравна(−70/19,50/19,10/19,−10/19).В(б)базисподпространства
составляютвекторы(−1,1,0,0)и(2,0,3,1)сматрицейГрама𝐺=(

2−2
−214)и𝐺−1=(

7∕121∕12
1∕121∕12);евкли-

доводвойственныйбазиссостоитизвекторов(−5/12,7/12,1/4,1/12)и(1/12,1/12,1/4,1/12),искомаяпроекция
равна(−1,1,0,0).В(в)базислинейнойоболочкисоставляютвекторы(1,1,0,2)и(0,0,1,1)сматрицейГрама
𝐺=(

62
22)и𝐺−1=(

1∕4−1∕4
−1∕43∕4);евклидоводвойственныйбазиссостоитизвекторов(1/4,1/4,−1/4,1/4)и

(−1/4,−1/4,3/4,1/4),проекцияналинейнуюоболочкуравна(3/4,3/4,3/4,9/4),проекциянаортогоналкнейравна
(9/4,−7/4,1/4,−1/4).

ПК4⋄3. Является ли ортогональным линейный оператор ℝ3 → ℝ3, имеющий в стандартном
ортонорамльном базисе матрицу

а)
⎛
⎜
⎜
⎝

1∕3 2∕3 −2∕3
−2∕3 2∕3 1∕3
2∕3 1∕3 2∕3

⎞
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎝

−6 2 1
2 4 4
3 1 −6

⎞
⎟
⎟
⎠

в)
⎛
⎜
⎜
⎝

2∕15 11∕15 −2∕3
1∕3 −2∕3 −2∕3
14∕15 2∕15 1∕3

⎞
⎟
⎟
⎠
?

Если да, то выясните, поворот это или композиция поворота с отражением в плоскости,
перпендикулярной оси поворота, найдите направление оси и косинус угла поворота. Если
нет, объясните, почему.



ОТВЕТ:в(б)нет,в(а)—поворот,направлениеоси(0,1,1),косинусаугла1
3,в(в)композицияповоротасотра-

жением,направлениеоси(−2,4,1),косинусаугла2
5.

ПК4⋄4. Для оператора 𝐹∶ ℝ3 → ℝ3, имеющего в стандартном ортонормальном базисе

а) матрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

−26∕27 28∕27 22∕27
−2∕27 −2∕27 −44∕27

−47∕27 −20∕27 −8∕27

⎞
⎟
⎟
⎠
, найдите полярное разложение 𝐹 = 𝑆𝐺, где 𝑆

самосопряжён и положителен, а 𝐺 ∈ O3(ℝ)

б) матрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

64∕27 22∕27 44∕27
−13∕27 74∕27 −14∕27
−26∕27 −14∕27 53∕27

⎞
⎟
⎟
⎠
, найдите полярное разложение 𝐹 = 𝐺𝑆, где 𝐺 ∈

∈ O3(ℝ), а 𝑆 самосопряжён и положителен.

ОТВЕТ:В(а)

𝐺=
⎛
⎜
⎜
⎝

−14∕2722∕277∕27
−2∕277∕27−26∕27

−23∕27−14∕27−2∕27

⎞
⎟
⎟
⎠

,𝑆=
⎛
⎜
⎜
⎝

14∕9−4∕92∕9
−4∕914∕92∕9
2∕92∕917∕9

⎞
⎟
⎟
⎠

,

𝑆−1=
⎛
⎜
⎜
⎝

13∕182∕9−1∕9
2∕913∕18−1∕9

−1∕9−1∕95∕9

⎞
⎟
⎟
⎠

,𝐹𝐹𝑡=
⎛
⎜
⎜
⎝

8∕3−4∕32∕3
−4∕38∕32∕3
2∕32∕311∕3

⎞
⎟
⎟
⎠

,

где𝐹𝐹𝑡имеетхар.многочлен𝑡3−9𝑡2+24𝑡−16=(𝑡−4)2(𝑡−1).В(б)

𝐺=
⎛
⎜
⎜
⎝

22∕277∕2714∕27
−7∕2726∕27−2∕27

−14∕27−2∕2723∕27

⎞
⎟
⎟
⎠

,𝑆=
⎛
⎜
⎜
⎝

23∕92∕94∕9
2∕926∕9−2∕9
4∕9−2∕923∕9

⎞
⎟
⎟
⎠

,

𝑆−1=
⎛
⎜
⎜
⎝

11∕27−1∕27−2∕27
−1∕2719∕541∕27
−2∕271∕2711∕27

⎞
⎟
⎟
⎠

,𝐹𝑡𝐹=
⎛
⎜
⎜
⎝

61∕910∕920∕9
10∕976∕9−10∕9
20∕9−10∕961∕9

⎞
⎟
⎟
⎠

,

где𝐹𝑡𝐹имеетхар.многочлен𝑡3−22𝑡2+153𝑡−324=(𝑡−9)2(𝑡−4).

ПК4⋄5. Найдите ядро, сингулярные числа, сингулярные направления и образы сингуляр-
ных направлений для линейного отображения 𝐹∶ ℝ4 → ℝ3, имеющего в стандартных
ортонормальных базисах матрицу

а)
⎛
⎜
⎜
⎝

2 −8∕9 −4∕9 10∕9
2∕3 4∕9 14∕9 −11∕9

−4∕3 −10∕9 16∕9 2∕9

⎞
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎝

41∕18 −7∕18 −5∕18 1∕6
−11∕18 19∕18 −25∕18 −13∕6
31∕18 25∕18 −13∕18 −1∕6

⎞
⎟
⎟
⎠

в)
⎛
⎜
⎜
⎝

−2∕5 19∕15 −6∕5 −2∕15
6∕5 −2∕15 −2∕5 31∕15
2∕5 −2∕15 8∕5 22∕15

⎞
⎟
⎟
⎠

г)
⎛
⎜
⎜
⎝

11∕18 13∕18 −23∕18 5∕6
13∕18 −37∕18 −19∕18 1∕6
−11∕9 5∕9 5∕9 −5∕3

⎞
⎟
⎟
⎠
.
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ОТВЕТ:В(а)вортонормальныхбазисахпространствℝ4иℝ3,образованныхстолбцамиматриц
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2∕32∕3−1∕30
0−1∕3−2∕32∕3

−2∕32∕301∕3
1∕302∕32∕3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и
⎛
⎜
⎜
⎝

2∕32∕31∕3
−1∕32∕3−2∕3
−2∕31∕32∕3

⎞
⎟
⎟
⎠
оператор𝐹имеетдиагональнуюматрицу

⎛
⎜
⎜
⎝

3000
0200
0020

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Матрица𝐹𝑡𝐹=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

56∕90−20∕910∕9
020∕9−8∕9−16∕9

−20∕9−8∕952∕9−2
10∕9−16∕9−225∕9

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

имеетхар.многочлен𝑡4−17𝑡3+88𝑡2−144𝑡=

𝑡(𝑡−9)(𝑡−4)2.Матрица𝐹𝐹𝑡=
⎛
⎜
⎜
⎝

56∕9−10∕9−20∕9
−10∕941∕910∕9
−20∕910∕956∕9

⎞
⎟
⎟
⎠
имеетхар.многочлен𝑡3−17𝑡2+88𝑡−144=

(𝑡−9)(𝑡−4)2.В(б)вортонормальныхбазисахпространствℝ4иℝ3,образованныхстолбцами

матриц
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1∕6−5∕61∕2−1∕6
−5∕61∕61∕2−1∕6
−1∕6−1∕6−1∕2−5∕6
−1∕2−1∕2−1∕21∕2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и
⎛
⎜
⎜
⎝

2∕3−2∕31∕3
1∕32∕32∕3

−2∕3−1∕32∕3

⎞
⎟
⎟
⎠

оператор𝐹имеетдиагональнуюмат-

рицу
⎛
⎜
⎜
⎝

1000
0300
0030

⎞
⎟
⎟
⎠
.Матрица𝐹𝑡𝐹=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

307∕3631∕36−37∕3617∕12
31∕36115∕36−85∕36−31∕12

−37∕36−85∕3691∕3637∕12
17∕12−31∕1237∕1219∕4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

имеетхар.многочлен

𝑡4−19𝑡3+99𝑡2−81𝑡=𝑡(𝑡−9)2(𝑡−1).Матрица𝐹𝐹𝑡=
⎛
⎜
⎜
⎝

49∕9−16∕932∕9
−16∕973∕916∕9
32∕916∕949∕9

⎞
⎟
⎟
⎠
имеетхар.многочлен

𝑡3−19𝑡2+99𝑡−81=(𝑡−9)2(𝑡−1).И(в)вортонормальныхбазисахпространствℝ4иℝ3,образованных

столбцамиматриц
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2∕5−2∕5−1∕54∕5
−4∕51∕5−2∕52∕5
−2∕5−2∕54∕51∕5
−1∕5−4∕5−2∕5−2∕5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и
⎛
⎜
⎜
⎝

−2∕31∕3−2∕3
1∕3−2∕3−2∕3

−2∕3−2∕31∕3

⎞
⎟
⎟
⎠

оператор𝐹имеетдиагональ-

нуюматрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

1000
0300
0020

⎞
⎟
⎟
⎠
.Матрица𝐹𝑡𝐹=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

44∕25−18∕2516∕2578∕25
−18∕2541∕25−42∕25−16∕25
16∕25−42∕25104∕2542∕25
78∕25−16∕2542∕25161∕25

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

имеетхар.многочлен

𝑡4−14𝑡3+49𝑡2−36𝑡=𝑡(𝑡−9)(𝑡−4)(𝑡−1).Матрица𝐹𝐹𝑡=
⎛
⎜
⎜
⎝

29∕9−4∕9−22∕9
−4∕953∕926∕9

−22∕926∕944∕9

⎞
⎟
⎟
⎠
имеетхар.мно-

гочлен𝑡3−14𝑡2+49𝑡−36=(𝑡−9)(𝑡−4)(𝑡−1).В(г)вортонормальныхбазисахпространствℝ4иℝ3,

образованныхстолбцамиматриц
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1∕2−1∕6−1∕6−5∕6
1∕21∕6−5∕6−1∕6
1∕2−5∕61∕6−1∕6

−1∕2−1∕2−1∕21∕2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и
⎛
⎜
⎜
⎝

−1∕32∕3−2∕3
−2∕31∕32∕3
2∕32∕31∕3

⎞
⎟
⎟
⎠
оператор𝐹имеетдиа-

гональнуюматрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

3000
0100
0020

⎞
⎟
⎟
⎠
.Матрица𝐹𝑡𝐹=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

43∕18−31∕18−20∕98∕3
−31∕1891∕1814∕9−2∕3
−20∕914∕955∕18−13∕6
8∕3−2∕3−13∕67∕2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

имеетхар.многочлен

𝑡4−14𝑡3+49𝑡2−36𝑡=𝑡(𝑡−9)(𝑡−4)(𝑡−1).Матрица𝐹𝐹𝑡=
⎛
⎜
⎜
⎝

29∕94∕9−22∕9
4∕953∕9−26∕9

−22∕9−26∕944∕9

⎞
⎟
⎟
⎠
имеетхар.многочлен

𝑡3−14𝑡2+49𝑡−36=(𝑡−9)(𝑡−4)(𝑡−1).
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