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Линейные операторы

Терминология. С каждым линейным оператором ி∶ ௏ → ௏ на конечномерном векторном простран-
стве ௏ над полем 𝕜 связаны характеристический многочлен ఞಷ(௧) = det(௧ ⋅ Idೇ − ி) ∈ 𝕜[௧] и анну-
лирующий ி многочлен наименьшей степени со старшим коэффициентом ଵ, который обозначается
ఓಷ(௧) ∈ 𝕜[௧] и называется минимальным многочленом оператора ி. Корни характеристического мно-
гочлена называются собственными числами1 оператора ி. Множество собственных чисел оператора ி
называется его спектром и обозначается Specி. Подпространство ௏ഊ ≝ ker(ఒIdೇ−ி) = {௩ ∈ ௏ | ி(௩) = ఒ௩}
называется собственным подпространством оператора ி, а векторы ௩ ∈ ௏ഊ — собственными векторами
с собственным значением ఒ ∈ Specி. Подпространство ௄ഊ ≝ ⋃೘⩾భ ker(ఒIdೇ − ி)೘ называется корневым
подпространством, отвечающим собственному числу ఒ. Подпространство ௎ ⊂ ௏ называется инвари-
антным для ி, если ி(௎) ⊂ ௎. Оператор ி называется диагонализуемым, если в ௏ имеется базис из
собственных векторов оператора ி.
ГС9⋄1. Найдите собственные числа, собственные подпространства2 и выясните, диагонали-
зуем ли линейный оператор 𝐹∶ ℚ௡ → ℚ௡, имеющий в стандартном базисе матрицу
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ГС9⋄2. Найдите размерности корневых подпространств и минимальный многочлен линей-
ного оператора 𝐹∶ ℚ௡ → ℚ௡, имеющего в стандартном базисе матрицу
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ГС9⋄3. В пространстве ℝ[𝑥]⩽௡ многочленов степени не выше 𝑛 с вещественными коэффици-
ентами найдите собственные числа и собственные подпространства линейных операторов
а) 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓(𝑎𝑥+𝑏), где 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ— заданные числа б) 𝑓(𝑥) ↦ 𝑥𝑓′(𝑥) в) 𝑓(𝑥) ↦
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ГС9⋄4. Найдите характеристический многочлен оператора умножения на класс [𝑥]௙ в фак-
тор кольце 𝕜[𝑥]∕(𝑓), где 𝑓(𝑥) = 𝑥௠ + 𝑎ଵ𝑥௠−ଵ + ⋯ + 𝑎௠−ଵ𝑥 + 𝑎௠ — заданный многочлен.

ГС9⋄5. Опишите все инвариантные подпространства и минимальный многочлен диагона-
лизуемого оператора.

ГС9⋄6. Найдите степень минимального многочлена оператора ранга 1.
ГС9⋄7. Пусть оператор 𝐹 аннулируется многочленом 𝑓(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡]. Покажите, что а) все
собственные числа 𝐹 являются корнями 𝑓 б) 𝑓 делится в 𝕜[𝑡] на 𝜇ி.

ГС9⋄8. Пусть подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉 инвариантно относительно оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉. До-
кажите, что а) характеристический многочлен ограничения 𝐹|௎∶ 𝑈 → 𝑈 делит характе-
ристический многочлен оператора 𝐹 б) если 𝐹 диагонализуем, то и 𝐹|௎ диагонализуем.

ГС9⋄9. Существует ли оператор 𝐹 с характеристическим и минимальным многочленами
а) 𝜒(𝑡) = (𝑡଺ − 1), 𝜇(𝑡) = (𝑡ଷ − 1) б) 𝜒(𝑡) = (𝑡 − 1)ଶ(𝑡 − 2)ଷ, 𝜇(𝑡) = (𝑡 − 1)(𝑡 − 2)
в) 𝜒(𝑡) = (𝑡 − 1)ହ(𝑡 − 2)ହ, 𝜇(𝑡) = (𝑡 − 1)ଶ(𝑡 − 2)ଷ ? Если да, то приведите пример.

1Или собственными значениями.
2Т. е. укажите в каждом собственном подпространстве некоторый базис.


