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Линейные отображения евклидовых пространств

В этом листке 𝑉 по умолчанию обозначает 𝑛-мерное евклидово векторное пространство ℝ𝑛.
ГЛ8⋄1. Пусть 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊, где сумма не предполагается ортогональной, и 𝜋∶ 𝑉 → 𝑉 —
проекция на 𝑊 вдоль 𝑈. Верно ли, что 𝑉 = 𝑈⊥ ⊕ 𝑊⊥? Опишите ядро, образ и действие
евклидово сопряжённого к 𝜋 оператора 𝜋× ∶ 𝑉 → 𝑉.

ГЛ8⋄2. Пусть 𝑉 = ℝ3. Введём на пространстве 𝑆𝑚𝑉∗ однородных многочленов степени 𝑚 от
стандартных координат (𝑥,𝑦, 𝑧) на 𝑉 евклидову структуру, в которой все мономы 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑧𝛾
ортогональны друг другу и имеют скалярные квадраты 𝛼!𝛽!𝛾!.
а) Опишите линейный оператор 𝛥× ∶ 𝑆𝑚−2𝑉∗ → 𝑆𝑚𝑉∗, евклидово сопряжённый к опера-
тору Лапласа 𝛥 = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2
𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2 ∶ 𝑆𝑚𝑉∗ → 𝑆𝑚−2𝑉∗.
б*) Покажите, что 𝑆𝑚𝑉∗ = 𝐻𝑚 ⊕ 𝑔𝐻𝑚−2 ⊕ 𝑔2𝐻𝑚−4 ⊕ ⋯, где 𝐻𝑚 = {𝑓 ∈ 𝑆𝑚𝑉∗ | 𝛥𝑓 = 0}
обозначает подпространство гармонических многочленов, а 𝑔 ≝ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ∈ 𝑆2𝑉∗ —
евклидову квадратичную форму на 𝑉.

ГЛ8⋄3. Пусть 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉 самосопряжённый линейный оператор с собственными значениями
𝛼1 ⩾ 𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛. Для подпространства 𝑈 ⊂ 𝑉 с ортонормальным базисом 𝑢1,𝑢2, … ,𝑢𝑟
положим 𝑅𝑈(𝑓) ≝ ∑𝑟

𝑖=1(𝑢𝑖, 𝑓𝑢𝑖) и обозначим через 𝑚𝑈(𝑓) и 𝑀𝑈(𝑓) минимальное и макси-
мальное значения квадратичной формы 𝑞𝑓(𝑢) ≝ (𝑢, 𝑓𝑢) на единичной сфере 𝑆𝑟−1 ⊂ 𝑈.
а) Зависит ли 𝑅𝑈(𝑓) от выбора ортонормального базиса в 𝑈?
б) Найдите max𝑈 𝑅𝑈(𝐴) по всем 𝑟-мерным подпространствам 𝑈 ⊂ 𝑉 в предположении,
что все собственные числа оператора 𝑓 попарно различны.

в) (принцип минимакса) Докажите, что 𝛼𝑟 = max𝑈𝑚𝑈(𝑓) = min𝑊𝑀𝑊(𝑓), где максимум
и минимум берутся, соответственно, по всем 𝑟-мерным подпространствам 𝑈 ⊂ 𝑉 и
всем (𝑛 + 1 − 𝑟)-мерным подпространствам 𝑊 ⊂ 𝑉.

г) Покажите, что для любой гиперплоскости 𝐻 ⊂ 𝑉 существует единственный такой
самосопряжённый оператор ℎ∶ 𝐻 → 𝐻, что 𝑞𝑓(𝑢) = (𝑢, ℎ𝑢) для всех 𝑢 ∈ 𝐻.

д*) Пусть 𝛽1 ⩾ 𝛽2 ⩾ … ⩾ 𝛽𝑛−1—собственные числа оператора ℎ∶ 𝐻 → 𝐻 из предыдущего
пункта. Докажите, что 𝛼1 ⩾ 𝛽1 ⩾ 𝛼2 ⩾ 𝛽2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛−1 ⩾ 𝛽𝑛−1 ⩾ 𝛼𝑛.

ГЛ8⋄4 (нормальные операторы). Покажите, что следующие свойства линейного оператора
𝑓∶ 𝑉 → 𝑉 эквивалентны: а) 𝑓 коммутирует с 𝑓× б) |𝑓(𝑣)| = |𝑓×(𝑣)| для всех 𝑣 ∈ 𝑉
в) компоненты (единственного) разложения 𝑓 = 𝑓+ + 𝑓− в сумму самосопряжённого и ан-
тисамосопряжённого операторов перестановочны.

ГЛ8⋄5. Пусть линейный оператор 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉 нормален и подпространство 𝑉𝜆 ⊂ 𝑉 собствен-
ное для 𝑓. Покажите, что 𝑓×(𝑉𝜆) ⊂ 𝑉𝜆 и 𝑓(𝑉⊥

𝜆 ) ⊂ 𝑉⊥
𝜆 .

ГЛ8⋄6*. Покажите, что невырожденный оператор 𝑓 ∈ GL(𝑉) нормален если и только если
ортогональная компонента 𝑔 ∈ O(𝑉) и положительная самосопряжённая компонента ℎ
его полярного разложения 𝑓 = 𝑔ℎ перестановочны.

ГЛ8⋄7*. Покажите, что для нормального оператора 𝑓 ∈ GL(𝑉) с det 𝑓 > 0 при любом 𝑘 ∈ ℕ
уравнение 𝑥𝑘 = 𝑓 имеет нормальное решение 𝑥 ∈ GL(𝑉), являющееся многочленом от 𝑓.
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