
§9. Вариации на тему определителей

9.1. Объём и барицентрические координаты. Пусть в аффинном пространстве 𝔸𝑛 = 𝔸(𝑉)
задан набор из 𝑛 + 1 точек 𝑝0, 𝑝1, … , 𝑝𝑛, не лежащих в одной гиперплоскости. Поместим это
пространство внутрь (𝑛 + 1)­мерного аффинного пространства 𝔸𝑛+1 = 𝔸(𝕜 ⊕ 𝑉) в качестве
аффинной гиперплоскости 𝛱 = (1, 0) + 𝑉, проходящей через точку (1, 0) ∈ 𝕜 ⊕ 𝑉 и имеющей
направляющее векторное подпространство 𝑉 ⊂ 𝕜 ⊕ 𝑉. Рассмотрим в 𝔸𝑛+1 аффинный коорди­
натный репер с началом в точке 𝑜 = (0, 0) ∈ 𝕜 ⊕ 𝑉 и базисными векторами

𝑒0 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝0 , 𝑒1 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝1 , 𝑒2 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝2 , … , 𝑒𝑛 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑛 .

Гиперплоскость 𝛱 = 𝔸𝑛 проходит через концы этих базисных векторов и задаётся уравнением

𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 1 .

Поэтому координаты (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛) точки 𝑎 ∈ 𝛱 можно воспринимать как такой набор весов
с суммой 1, что центр тяжести точек 𝑝𝑖, взятых с весами 𝑥𝑖, оказывается в точке 𝑎, ибо

𝑥0⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝0 + 𝑥1⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝1 + ⋯ + 𝑥𝑛⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑛 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎 ⋅ ∑ 𝑥𝑖 − ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖 = 0 .

Этот набор весов называют барицентрическими координатами точки 𝑎 относительно точек 𝑝𝑖.
Таким образом мы получаем биекцию между точками 𝑎 ∈ 𝔸𝑛 и наборами весов (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛)
с суммой ∑ 𝑥𝑖 = 1. Основным результатом этого раздела является

Предложение 9.1

Барицентрические координаты (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛) точки 𝑎 ∈ 𝔸𝑛 относительно набора не лежащих
в одной гиперплоскости точек 𝑝0, 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ∈ 𝔸𝑛 равны отношениям объёмов 𝑛­мерных ори­
ентированных параллелепипедов, натянутых на векторы, ведущие из точки 𝑎 во все точки 𝑝𝜈
кроме 𝑝𝑖, и на векторы, идущие из точки 𝑝𝑖 во все остальные точки 𝑝𝜈:

𝑥𝑖 =
det (⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑛)

det (⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑛)
. (9­1)

Рис. 9⋄1. Барицентрические координаты как отношения объёмов
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();
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9.1.1. Неформальный геометрический комментарий. Координата 𝑥𝑖 вектора ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎 в базисе
из векторов 𝑒𝑖 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑖 вычисляется по правилу Крамера:

𝑥𝑖 =
𝜔 (⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑛)

𝜔 (⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑛)
. (9­2)

Над полемℝ стоящие в числителе и знаменателе этой формулы объёмы параллелепипедов мож­
но заменить на объёмы пирамид, отсекаемых от этих параллелепипедов гиперплоскостью 𝛱,
см. рис. 9⋄1. Эти (𝑛 + 1)­мерные пирамиды имеют общую вершину 𝑜, а их основаниями слу­
жат лежащие в гиперплоскости 𝛱 𝑛­мерные пирамиды с вершинами, соответственно, в точках
𝑝0, … , 𝑝𝑖−1, 𝑎, 𝑝𝑖+1, … , 𝑝𝑛 и в точках 𝑝0, … , 𝑝𝑛. В самом деле, отношение объёма пирамиды, на­
тянутой на линейно независимые векторы 𝑣1, … , 𝑣𝑛 к объёму параллелепипеда, натянутого на
те же векторы, зависит только от размерности и вычисляется следующим наглядным способом.
Определим «𝑛­мерную ступенчатую пирамиду высоты 𝑘» как стопку 𝑛­мерных кубиков со сто­
роной 1, лежащих в положительном гипероктанте пространства ℝ𝑛 на плоскости 𝑥𝑛 = 0 так,
что днища кубиков самого нижнего слоя образуют (𝑛 − 1)­мерную ступенчатую пирамиду вы­
соты 𝑘 в плоскости 𝑥𝑛 = 0, днища кубиков следующего, второго снизу этажа образуют (𝑛 − 1)­
мерную ступенчатую пирамиду высоты 𝑘−1 в плоскости 𝑥𝑛 = 1 и т. д. вплоть до единственного
самого верхнего кубика, лежащего на плоскости 𝑥𝑛 = 𝑘−1. Обозначим объём такой пирамиды1

через 𝛱𝑛
𝑘 . Например, при 𝑛 = 2 двумерная ступенчатая пирамида высоты 𝑘 имеет вид

𝑘

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ ⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑘

и состоит из 𝛱2
𝑘 = 𝑘(𝑘 + 1)∕2 квадратиков2. Трёхмерная пирамида высоты 𝑘 имеет на нижнем

этаже 𝛱2
𝑘 кубиков, надстраивающих предыдущую картинку вверх вдоль третьей координатной

оси, её второй этаж состоит из 𝛱2
𝑘−1 кубиков, надстраивающих вверх такую же двумерную пи­

рамидку высоты 𝑘 − 1 и т. д. Таким образом, трёхмерная пирамида состоит из

𝛱3
𝑘 = 𝛱2

1 + ⋯ + 𝛱2
𝑘 = 𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)∕6

трёхмерных кубиков.

Упражнение 9.1 (по анализу и комбинаторике). Убедитесь, что

𝛱𝑛
𝑘 ≝ 𝛱𝑛−1

1 + 𝛱𝑛−1
2 + ⋯ + 𝛱𝑛−1

𝑘 = (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑛 )

и выведите отсюда, что объём вещественного 𝑛­мерного параллелепипеда в 𝑛! раз больше
объёма 𝑛­мерной пирамиды с вершинами в какой­нибудь вершине этого параллелепипеда
и всех вершинах, соединённые с нею ребром.

Например, площадь параллелограмма, натянутого на векторы ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝0, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝1, вдвое больше площади
треугольника 𝑜𝑝1𝑝2, а объём трёхмерного параллелепипеда, натянутого на векторы ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝0, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝1,
⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝2, вшестеро больше объёма тетраэдра 𝑜𝑝1𝑝2𝑝3.

1Т. е. число кубиков, из которых она состоит.
2По этой причине число 𝛱2

𝑘 = (𝑘+1
2 ) часто называют 𝑘­тым треугольным числом и обозначают 𝑇𝑘.
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Поэтому над произвольным полем 𝕜 характеристики нуль уместно называть величину

𝜔(⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝1, … , ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑛)∕𝑛!

объёмом ориентированного 𝑛­мерного симплекса [𝑜𝑝1 … 𝑝𝑛] с вершинами в точках 𝑜, 𝑝1, … , 𝑝𝑛.
Такой симплекс представляет собою пирамиду, которая отрезается от натянутого на векторы
⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝1, … , ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑛 параллелограмма с вершиной в точке 𝑜 гиперплоскостью, проходящей через все
соединённые с 𝑜 ребром вершины 𝑝1, … , 𝑝𝑛.

Сформулированное выше предл. 9.1 вытекает из формулы (9­2) в силу того, что объёмы
(𝑛 + 1)­мерных пирамид с общей вершиной и лежащими в одной 𝑛­мерной гиперплоскости ос­
нованиями относятся точно также, как 𝑛­мерные объёмы этих оснований. И хотя идущее ниже
доказательство предл. 9.1 не будет использовать объёмы пирамид, описанную только что гео­
метрическую интерпретацию полезно держать в голове.

Лемма 9.1

Для любого 𝑘­мерного подпространства𝑈 в𝑚­мерном векторном пространстве𝑊 и таких век­
торов 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 ∈ 𝑈 и 𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘 ∈ 𝑊, что векторы

𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘

составляют базис пространства 𝑊, выполняется равенство

𝜔𝑚(𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘)
𝜔𝑚(𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) = 𝜔𝑘(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘)

𝜔𝑘(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) , (9­3)

в котором 𝜔𝑘 и 𝜔𝑚 это любые ненулевые формы 𝑘­мерного и 𝑚­мерного объёмов в простран­
ствах 𝑈 и 𝑊 соответственно.

Доказательство. Из сделанных предположений вытекает, что векторы 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 линейно
независимы и составляют базис в 𝑈. Согласно предл. 8.4 на стр. 105,

𝜔𝑚(𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) ≠ 0 и 𝜔𝑘(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) ≠ 0 .

Определим на подпространстве 𝑈 ещё одну форму объёма 𝜔′ равенством

𝜔′(𝑣′
1, 𝑣′

2, … , 𝑣′
𝑘) ≝ 𝜔𝑚(𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑣′

1, 𝑣′
2, … , 𝑣′

𝑘)

для любых векторов 𝑣′
1, 𝑣′

2, … , 𝑣′
𝑘 ∈ 𝑈.

Упражнение 9.2. Убедитесь, что это действительно ненулевая форма объёма на 𝑈.

Поскольку ненулевая форма объёма единственна с точностью до пропорциональности и отлич­
на от нуля на базисе 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘,

𝜔𝑘(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘)
𝜔𝑘(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) = 𝜔′(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘)

𝜔′(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) = 𝜔𝑚(𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘)
𝜔𝑚(𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑚−𝑘, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) .

�
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9.1.2. Доказательство предл. 9.1. Для каждого 𝜈 ≠ 𝑖 подставим в числитель дроби из фор­
мулы (9­2) разложения ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝜈 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎+ ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝜈 и, пользуясь тем, что объём полилинеен и зануляется на
линейно зависимых векторах, преобразуем этот числитель к виду

𝜔 (⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎, ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑛) .

Аналогично, подставляя в знаменатель ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝜈 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑖 + ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝜈 для всех 𝜈 ≠ 𝑖, преобразуем его в

𝜔 (⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑖, ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑛) .

Так как ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑝𝑖 отличается от ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎 на линейную комбинацию векторов ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝜈, знаменатель равен

𝜔 (⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎, ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑛) ,

a 𝑥𝑖 =
𝜔 (⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎, ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝑛)
𝜔 (⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝0, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖−1, ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎, ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑖+1, … , ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝑛)

.

Остаётся применить лем. 9.1 для 𝑘 = 𝑛, 𝑈 = 𝑉, 𝑚 = 𝑛 + 1, 𝑊 = 𝕜 ⊕ 𝑉, 𝑤1 = ⃖⃖⃖⃗𝑜𝑎, 𝑢𝜈 = ⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝑖𝑝𝜈 и
𝑣𝜈 = ⃖⃖⃖⃗𝑎𝑝𝜈, где 𝜈 пробегает отличные от 𝑖 значения от 0 до 𝑛.

9.2. Грассмановы многочлены. Полезным алгебраическим инструментом для работы с косо­
симметричными формами и определителями является алгебра 𝕜 ⧼𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛⧽ грассмановых
многочленов от переменных 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛 с коэффициентами из поля 𝕜. Она определяется точно
также, как и обычная алгебра многочленов, c той только разницей, что грассмановы перемен­
ные 𝜉𝑖 не коммутируют, но антикоммутируют друг с другом, т. е. подчиняются соотношениям1

∀ 𝑖, 𝑗 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑗 = −𝜉𝑗 ∧ 𝜉𝑖 и ∀ 𝑖 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑖 = 0 , (9­4)

где символ « ∧ » обозначает кососимметричное грассманово умножение, дабы отличать его от
обычного коммутативного. Поскольку квадраты грассмановых переменных равны нулю, каж­
дый грассманов моном линеен по каждой входящей в него переменной. Для каждого набора
𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑚) строго возрастающих слева направо номеров 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑚 имеется
грассманов моном

𝜉𝐼 ≝ 𝜉𝑖1 ∧ 𝜉𝑖2 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑚 , (9­5)

знак которого при перестановке 𝑔 ∈ 𝑆𝑚 переменных 𝜉𝑖1 , 𝜉𝑖2 , … , 𝜉𝑖𝑚 меняется по правилу

𝜉𝑖𝑔(1)
∧ 𝜉𝑖𝑔(2)

∧ ⋯ ∧ 𝜉𝑖𝑔(𝑚)
= sgn(𝑔) ⋅ 𝜉𝑖1 ∧ 𝜉𝑖2 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑚 . (9­6)

Мономы (9­5), занумерованные всевозможными подмножествами 𝐼 ⊂ {1, 2, … , 𝑛}, состав­
ляют базис алгебры 𝕜 ⧼𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛⧽ как векторного пространства над 𝕜 и перемножаются по
правилу

𝜉𝐼 ∧ 𝜉𝐽 =
{

sgn(𝐼, 𝐽) ⋅ 𝜉𝐼⊔𝐽 если 𝐼 ∩ 𝐽 = ∅
0 если 𝐼 ∩ 𝐽 ≠ ∅

(9­7)

где sgn(𝐼, 𝐽) = ±1 обозначает знак тасующей перестановки, расставляющей в порядке возрас­
тания набор номеров 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑚, 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑘 , в котором 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑚 и 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘.

1Если char𝕜 ≠ 2 соотношения 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑖 = 0 вытекают из соотношений 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑗 = −𝜉𝑗 ∧ 𝜉𝑖 и могут быть
опущены. Однако когда char𝕜 = 2 именно соотношения на квадраты 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑖 = 0 отличает грассмановы
переменные от обычных коммутативных.
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Если наборы 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑚) и 𝐽 = {1, 2, … , 𝑛} ∖ 𝐼 дополнительны друг к другу, то согласно
упр. 8.5 на стр. 102 этот знак sgn(𝐼, 𝐽) = (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑚+𝑚(𝑚+1)∕2.

Единственный моном старшей степени 𝜉top ≝ 𝜉1 ∧ 𝜉2 ∧ … ∧ 𝜉𝑛 аннулируется умножением
на любой грассманов многочлен с нулевым свободным членом. Однородные грассмановы мно­
гочлены степени 𝑘 образуют векторное пространство размерности (𝑛𝑘), базис в котором состав­
ляют мономы (9­5), отвечающие всевозможным 𝑘­элементным подмножествам 𝐼. Размерность
всей грассмановой алгебры dim𝕜 ⧼𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛⧽ = 2𝑛.

Два грассмановых монома степеней 𝑚 и 𝑘 коммутируют друг с другом по правилу

(𝜉𝑖1 ∧ 𝜉𝑖2 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑚) ∧ (𝜉𝑗1 ∧ 𝜉𝑗2 ∧ … ∧ 𝜉𝑗𝑘) =

= (−1)𝑘𝑚 (𝜉𝑗1 ∧ 𝜉𝑗2 ∧ … ∧ 𝜉𝑗𝑘) ∧ (𝜉𝑖1 ∧ 𝜉𝑖2 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑚) ,

ибо при переносе каждой из 𝑘 переменных 𝜉𝑗 через 𝑚 переменных 𝜉𝑖 происходит 𝑚 транспози­
ций. Поэтому для любых двух однородных грассмановых многочленов 𝜂 и 𝜔

𝜂 ∧ 𝜔 = (−1)deg𝜂deg𝜔𝜔 ∧ 𝜂 . (9­8)

В частности, каждый однородный многочлен чётной степени коммутирует со всеми грассмано­
выми многочленами.

Упражнение 9.3. Опишите центр1 грассмановой алгебры.

9.2.1. Грассманова алгебра векторного пространства. Если в векторном пространстве 𝑉
выбран базис 𝑒1, … , 𝑒𝑛, алгебра грассмановых многочленов 𝕜 ⧼𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛⧽ от базисных век­
торов пространства 𝑉 обозначается 𝛬𝑉 и называется грассмановой (или внешней) алгеброй век­
торного пространства 𝑉. Не апеллирующие к выбору базиса название и обозначение вызваны
тем, что пространство однородных грассмановых многочленов степени 1 канонически отож­
дествляется с пространством 𝑉 и, таким образом, не зависит от выбора базиса, а пространство
однородных грассмановых многочленов степени 𝑘 является линейной оболочкой всевозмож­
ных произведений 𝑣1 ∧ 𝑣2 ∧ … ∧ 𝑣𝑘 из 𝑘 произвольных векторов 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 и тоже не зависит
от выбора базиса. Обозначая пространство однородных грассмановых многочленов степени 𝑘
через 𝛬𝑘𝑉, мы получаем разложение алгебры 𝛬𝑉 в прямую сумму векторных пространств

𝛬𝑉 =
𝑛

⨁
𝑘=0

𝛬𝑘𝑉 ,

где 𝛬0𝑉 ≝ 𝕜 ⋅ 1 обозначает одномерное пространство констант, тоже не зависящее от базиса.

9.2.2. Линейные замены переменных. Если векторы 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝓁) линейно выраже­
ны через векторы 𝒘 = (𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑘) по формуле 𝒖 = 𝒘𝐶, где 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) ∈ Mat𝑘×𝓁(𝕜), то их
грассмановы произведения 𝑢𝐽 = 𝑢𝑗1 ∧ 𝑢𝑗2 ∧ … ∧ 𝑢𝑗𝑚 линейно выражаются через грассмановы
произведения 𝑤𝐼 = 𝑤𝑖1 ∧ 𝑤𝑖2 ∧ … ∧ 𝑤𝑖𝑚 по формулам

𝑢𝐽 = 𝑢𝑗1 ∧ 𝑢𝑗2 ∧ … ∧ 𝑢𝑗𝑚 = (∑
𝑖1
𝑤𝑖1𝑐𝑖1𝑗1) ∧ (∑

𝑖2
𝑤𝑖2𝑐𝑖2𝑗2 ) ∧ ⋯ ∧ (∑

𝑖𝑚
𝑤𝑖𝑚𝑐𝑖𝑚𝑗𝑚 ) =

= ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑛⩽𝑛

𝑤𝑖1 ∧ 𝑤𝑖2 ∧ … ∧ 𝑤𝑖𝑛 ⋅ ∑
𝑔∈𝑆𝑚

sgn(𝑔) 𝑐𝑖𝑔(1)𝑗1𝑐𝑖𝑔(2)𝑗2 ⋯ 𝑐𝑖𝑔(𝑛)𝑗𝑛 = ∑
𝐼
𝑤𝐼 ⋅ 𝑐𝐼𝐽 ,

1Т. е. подалгебру, состоящую из всех грассмановых многочленов, которые коммутируют со всеми
грассмановыми многочленами.
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где 𝑐𝐼𝐽 = det𝐶𝐼𝐽 обозначает определитель 𝑚×𝑚­подматрицы 𝐶𝐼𝐽 ⊂ 𝐶, сосредоточенной в пере­
сечениях столбцов с номерами из 𝐽 и строк с номерами из 𝐼, а суммирование происходит по всем
наборам 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑚) из 𝑚 возрастающих номеров 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑚 ⩽ 𝓁. Определи­
тель 𝑐𝐼𝐽 = det𝐶𝐼𝐽 называется 𝐼𝐽­тым минором 𝑚­того порядка в матрице 𝐶. Таким образом, 𝐼𝐽­
тый элемент матрицы, выражающей грассманов моном 𝑢𝐽 через грассмановы мономы𝑤𝐼 равен
𝐼𝐽­тому минору 𝑚­того порядка в матрице выражающей векторы 𝒖 через векторы 𝒘.

В частности, если наборы векторов 𝒆 = (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) и 𝒇 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛) оба являются ба­
зисами пространства 𝑉, то базисные грассмановы мономы 𝑒𝐽 пространства 𝛬𝑚𝑉 выражаются
через базисные мономы 𝑓𝐼 при помощи матрицы перехода размера (𝑚𝑛) × (𝑚𝑛), у которой в пози­

ции 𝐼𝐽 стоит 𝐼𝐽­тый минор (𝑐𝐼𝐽) матрицы𝐶𝒇𝒆, выражающей 𝒆 через 𝒇. Эта матрица обозначается
𝛬𝑚𝐶𝒇𝒆 и называется 𝑚­той внешней степенью матрицы 𝐶𝒇𝒆.

9.3. Соотношения Лапласа. Для набора возрастающих чисел 𝐽 = (𝑗1, … , 𝑗𝑚) ⊂ {1, … , 𝑛} поло­
жим deg 𝐽 ≝ 𝑚, |𝐽| ≝ 𝑗1 + 𝑗2 + ⋯ + 𝑗𝑚 и условимся обозначать через

̂𝐽 = ( ̂𝑗1, ̂𝑗2, … , ̂𝑗𝑛−𝑚) = {1, 2, … , 𝑛} ∖ 𝐽

дополнительный к 𝐽 набор из deg ̂𝐽 = 𝑛 − 𝑚 возрастающих номеров.
Рассмотрим произвольную квадратную матрицу 𝐴 ∈ Mat𝑛×𝑛(𝕜), столбцы которой обо­

значим 𝛼1, … ,𝛼𝑛 и будем воспринимать как векторы координатного пространства 𝕜𝑛. Матри­
ца 𝐴 является матрицей перехода от этих векторов к стандартному базису 𝑒1, … , 𝑒𝑛 простран­
ства 𝕜𝑛. Для любых двух мультииндексов 𝐼, 𝐽 одинаковой длины deg 𝐼 = deg 𝐽 = 𝑚 грассмановы
мономы 𝛼𝐽 = 𝛼𝑗1 ∧ … ∧ 𝛼𝑗𝑚 и 𝛼 ̂𝐼 = 𝛼 ̂𝑖1 ∧ … ∧ 𝛼 ̂𝑖𝑛−𝑚

имеют дополнительные степени 𝑚 и 𝑛 − 𝑚
и перемножаются по форм. (9­7) на стр. 114, которая с учётом упр. 8.5 имеет вид:

𝛼𝐽 ∧ 𝛼 ̂𝐼 =
{

(−1)|𝐽|+𝑚(𝑚+1)
2 𝛼1 ∧ 𝛼2 ∧ … ∧ 𝛼𝑛 при 𝐼 = 𝐽

0 при 𝐼 ≠ 𝐽 .
(9­9)

Выражая мономы 𝛼𝐽 и 𝛼 ̂𝐼 в левой части (9­9) через базисные мономы 𝑒𝐾, получаем

(∑
𝐾
𝑒𝐾𝑎𝐾𝐽 ) ∧ (∑

𝐿
𝑒𝐿𝑎𝐿 ̂𝐼 ) = (−1)

𝑚(𝑚+1)
2 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 ∑

𝐾
(−1)|𝐾|𝑎𝐾𝐽𝑎𝐾̂ ̂𝐼 ,

где𝐾 пробегает все возрастающие мультииндексы длины deg𝐾 = 𝑚. Так как правая часть (9­9)

при 𝐼 = 𝐽 равна (−1)
𝑚(𝑚+1)

2 +|𝐽| det𝐴 ⋅ 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ … ∧ 𝑒𝑛, для любых двух наборов 𝐽, 𝐼 из 𝑚 строк
произвольной квадратной матрицы 𝐴 выполняются соотношения Лапласа

∑
𝐾

(−1)|𝐾|+|𝐽|𝑎𝐾𝐽𝑎𝐾̂ ̂𝐼 =
{

det𝐴 при 𝐼 = 𝐽
0 при 𝐼 ≠ 𝐽

(9­10)

где суммирование идёт по всем наборам 𝐾 из 𝑚 = deg𝐾 строк матрицы 𝐴.
При 𝐼 = 𝐽 соотношение (9­10) даёт формулу для вычисления определителя1

det𝐴 = ∑
𝐾

(−1)|𝐾|+|𝐽|𝑎𝐾𝐽𝑎𝐾̂𝐽̂ (9­11)

1С геометрической точки зрения эта формула вычисляет объём 𝑛­мерного параллелепипеда через
объёмы его 𝑚­мерных и (𝑛 − 𝑚)­мерных граней.
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через всевозможные миноры 𝑎𝐾𝐽 порядка 𝑚, сосредоточенные в 𝑚 фиксированных столбцах
матрицы 𝐴 с номерами 𝐽, и дополнительные к ним миноры 𝑎𝐽̂𝐾̂ порядка 𝑛 − 𝑚, равные опреде­
лителям матриц, получающихся из 𝐴 вычёркиванием всех строк и столбцов, которые высекают
минор 𝑎𝐾𝐽. Произведение (−1)|𝐾|+|𝐽|𝑎𝐾̂𝐽̂ называется алгебраическим дополнением к минору 𝑎𝐾𝐽
и обозначается ̂𝑎𝐾𝐽 .

Упражнение 9.4. Для любых матриц 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝕜), 𝐶 ∈ Mat𝑚(𝕜), 𝐵 ∈ Mat𝑛×𝑚(𝕜) покажите,

что det (
𝐴 𝐵
0 𝐶) = det𝐴 ⋅ det𝐶.

При 𝐼 ≠ 𝐽 соотношение (9­10) имеет вид ∑𝐾 𝑎𝐾𝐽 ̂𝑎𝐼𝐾 = 0 и называется теоремой об умножении
на чужие алгебраические дополнения, поскольку его левая часть отличается от левой части фор­
мулы (9­11) тем, что миноры 𝑎𝐾𝐽 умножаются не на свои алгебраические дополнения ̂𝑎𝐾𝐽, а на
дополнения ̂𝑎𝐼𝐾 к минорам 𝑎𝐼𝐾, сосредоточенным в другом наборе столбцов 𝐼 ≠ 𝐽.

Если согласованно занумеровать все𝑚­элементные подмножества и все (𝑛−𝑚)­элементные
подмножества в множестве {1, 2, … , 𝑛} так, чтобы дополнительные подмножества 𝐽 и ̂𝐽 имели
одинаковые номера, то соотношения Лапласа можно записать одним равенством

𝛬𝑚𝐴 ⋅ 𝛬𝑛−𝑚 ̂𝐴𝑡 = det𝐴 ⋅ 𝐸 (9­12)

на матрицы размера (𝑛𝑚) × (𝑛𝑚), в котором (𝐼𝐽)­тый элемент матрицы 𝛬𝑛−𝑚 ̂𝐴𝑡 равен

̂𝑎𝐽𝐼 = (−1)|𝐽|+|𝐼|𝑎𝐽̂ ̂𝐼 .

Упражнение 9.5. Установите транспонированный вариант соотношений Лапласа

∑
𝐾
𝑎𝐽𝐾 ̂𝑎𝐼𝐾 =

{
det𝐴 при 𝐼 = 𝐽
0 при 𝐼 ≠ 𝐽

(9­13)

Пример 9.1 (соотношения Плюккера)

Рассмотрим 2×4матрицу 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Mat2×4(𝕜) и обозначим через 𝐴𝑖𝑗 её 2×2минор, образо­
ванный 𝑖­м и 𝑗­м столбцами. Шесть чисел 𝐴𝑖𝑗 не могут принимать произвольные значения. Они
связаны квадратичным соотношением Плюккера

𝐴12𝐴34 − 𝐴13𝐴24 + 𝐴14𝐴23 = 0 , (9­14)

которое получается при раскрытии нулевого определителя 4×4матрицы (
𝐴
𝐴) по первым двум

строкам.

Упражнение 9.6. Убедитесь в этом и для любых шести чисел 𝐴𝑖𝑗, удовлетворяющих соотноше­
нию (9­14), явно предъявите 2 × 4 матрицу 𝐴 с 2 × 2 минорами 𝐴𝑖𝑗.

Пример 9.2 (определитель пучка матриц)

Линейная оболочка пары непропорциональных квадратных матриц 𝐴,𝐵 ∈ Mat𝑛×𝑛(𝕜) называ­
ется пучком матриц и обозначается (𝐴𝐵). Таким образом, всякая матрица из пучка (𝐴𝐵) имеет
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вид 𝑡0𝐴+𝑡1𝐵, где 𝑡0, 𝑡1 ∈ 𝕜, а её определитель det(𝑡0𝐴+𝑡1𝐵) является однородным многочленом
степени 𝑛 от 𝑡0, 𝑡1. Покажем, что коэффициент этого многочлена при 𝑡𝑘0𝑡𝑛−𝑘

1 равен

∑
𝐼𝐽
𝑎𝐼𝐽 ̂𝑏𝐼𝐽 , (9­15)

где суммирование идёт по всем 𝑘­элементным подмножествам 𝐼, 𝐽 ⊂ {1, 2, … , 𝑛}.
Для этого обозначим через 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 и 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 столбцы матриц 𝐴 и𝐵, понимаемые

как векторы координатного пространства 𝕜𝑛 со стандартным базисом 𝑒1, … , 𝑒𝑛. Тогда

(𝑡0𝑎1 + 𝑡1𝑏1) ∧ (𝑡0𝑎2 + 𝑡1𝑏2) ∧ … ∧ (𝑡0𝑎𝑛 + 𝑡1𝑏𝑛) = det(𝑡0𝐴 + 𝑡1𝐵) 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 .

Моном 𝑡𝑘0𝑡𝑛−𝑘
1 возникает в левой части при выборе первого слагаемого в каких­нибудь 𝑘 из пе­

ремножаемых скобок и второго слагаемого в остальных 𝑛−𝑘 скобках. Если обозначить номера
этих 𝑘 скобок через 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘) то вклад в коэффициент при 𝑡𝑘0𝑡𝑛−𝑘

1 будет равен

(−1)
𝑘(𝑘+1)

2 +|𝐼|𝑎𝐼 ∧ 𝑏 ̂𝐼 = (−1)
𝑘(𝑘+1)

2 +|𝐼|(∑
𝐽
𝑒𝐽𝑎𝐽𝐼) ∧ (∑

𝐾
𝑒𝐾𝑏𝐾 ̂𝐼) =

= (−1)
𝑘(𝑘+1)

2 +|𝐼|
∑
𝐽𝐾

𝑒𝐽 ∧ 𝑒𝐾 ⋅ 𝑎𝐽𝐼𝑏𝐾 ̂𝐼 = 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 ⋅ ∑
𝐽

(−1)|𝐼|+|𝐽|𝑎𝐽𝐼𝑏𝐽̂ ̂𝐼

Полный коэффициент при 𝑡𝑘0𝑡𝑛−𝑘
1 в det(𝑡0𝐴 + 𝑡1𝐵) получается суммированием таких подобных

слагаемых по всем наборам 𝐼 из 𝑘 возрастающих номеров, что и даёт формулу (9­15). В обозна­
чениях из (9­12) её можно переписать в виде

det(𝑡0𝐴 + 𝑡1𝐵) =
𝑛

∑
𝑘=0

tr (𝛬𝑘𝐴 ⋅ 𝛬𝑛−𝑘𝐵̂𝑡) 𝑡𝑘0𝑡𝑛−𝑘
1 , (9­16)



Ответы и указания к некоторым упражнениям

Упр. 9.1. Равенство 𝛱𝑛
𝑘 = (𝑛+𝑘−1

𝑛 ) доказывается индукцией по 𝑛 при помощи суммирования по

треугольнику Паскаля. Предел отношения (𝑛+𝑘−1
𝑛 )∕𝑘𝑛 при фиксированной размерности𝑛 и 𝑘 →

∞ равен 1∕𝑛!.
Упр. 9.3. При чётном 𝑛 центр алгебры 𝕜 ⧼𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛⧽ линейно порождается мономами чётных

степеней, при нечётном 𝑛 — мономами чётных степеней и старшим мономом 𝜉1 ∧ 𝜉2 ∧ … ∧ 𝜉𝑛,
степень которого нечётна.

Упр. 9.4. Разложите определитель по первым 𝑛 столбцам.

Упр. 9.5. Это сразу следует из равенства det𝐴 = det𝐴𝑡.

Упр. 9.6. Если 𝐴12 ≠ 0, то можно взять

𝐴 = (
1 0 −𝐴23∕𝐴12 −𝐴24∕𝐴12
0 𝐴12 𝐴13 𝐴14 ) .

Равенство

𝐴34 = det (
−𝐴23∕𝐴12 −𝐴24∕𝐴12

𝐴13 𝐴14 )

эквивалентно квадратичному соотношению Плюккера1.

1См. формулу (9­14) на стр. 117.
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