
§7. Двойственность

7.1. Двойственные пространства. Линейные отображения → 𝕜 принято называть линейны-
ми функционалами1 или ковекторами. Они образуют векторное пространство

∗ ≝ Hom𝕜(,𝕜) ,

которое называется двойственным или сопряжённым к пространству .

Пример 7.1 (линейные функционалы на координатном пространстве)

Каждый линейный функционал క∶ 𝕜 → 𝕜 однозначно задаётся набором своих значений

క = క() ∈ 𝕜

на стандартных базисных векторах  пространства𝕜. Значение функционала క на произволь-
ном векторе ௩ = ௫భభ + ௫మమ + ⋯ + ௫ при этом равно

క(௩) = క(భ ⋅ ௫భ + ⋯ +  ⋅ ௫) = క(భ) ⋅ ௫భ + ⋯ + క() ⋅ ௫ = కభ௫భ + ⋯ + క௫ .

Каждый набор из  констант కభ, కమ, … , క ∈ 𝕜 задаёт по этой формуле линейный функционал
క∶ 𝕜 → 𝕜. Если записывать векторы ௩ пространства 𝕜 в виде координатных столбцов высо-
ты , то двойственное пространство 𝕜∗ удобно представлять себе как -мерное координатное
пространство,состоящее из строк ширины . При этом действие ковектора-строки క ∈ 𝕜∗ на
вектор-столбец ௩ ∈ 𝕜 задаётся матричным умножением: క(௩) = క௩.

Пример 7.2 (степенные ряды как функционалы на многочленах)

Этот пример является бесконечномерной версией предыдущего. Кольцо многочленов 𝕜[௫] яв-
ляется векторным пространством над 𝕜 со счётным базисом из мономов ௫ೖ, где  ⩾  и ௫బ = ଵ.
Каждый линейный функционалట∶ 𝕜[௫] → 𝕜 однозначно задаётся последовательностью своих
значений టೖ = ట(௫ೖ) на базисных векторах пространства 𝕜[௫] и действует на произвольный
многочлен (௫) = బ + భ௫ + ⋯ + ௫ по правилу

ట() =
degೌ

∑
ೖ=బ

ೖటೖ = టబబ +టభభ + ⋯ +ట , где  = deg . (7-1)

Каждая бесконечная последовательность ట∶ ℕ → 𝕜 элементов ట = ట() ∈ 𝕜 задаёт по этой
формуле линейный функционал ట∶ 𝕜[௫] → 𝕜, ибо для каждого многочлена  ∈ 𝕜[௫] сум-
ма в формуле (7-1) конечна и линейно зависит от  ∈ 𝕜[௫]. Бесконечные последовательности
(ట)∈ℕ элементов поля 𝕜 продуктивно кодировать их производящими функциями, т. е. фор-
мальными степенными рядами అ(௧) = ∑⩾బట௧ ∈ 𝕜⟦௧⟧. Таким образом, векторное про-
странство𝕜[௫]∗, двойственное к пространству многочленов𝕜[௫], изоморфно пространству фор-
мальных степенных рядов 𝕜⟦௧⟧. При этом изоморфизме каждый степенной ряд

అ(௧) = ∑
⩾బ

ట௧ ∈ 𝕜⟦௧⟧

задаёт линейный функционал ట∶ 𝕜[௫] → 𝕜, переводящий многочлен  ∈ 𝕜[௫] в число (7-1).

1А также линейными формами.
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Например, функционал вычисления значения многочленов в заданной точке ఈ ∈ 𝕜

evഀ∶ 𝕜[௫] → 𝕜 ,  ↦ (ఈ) ,

действует на базисные мономы по правилу ௫ ↦ ఈ и, тем самым, задаётся степенным рядом

ாഀ(௧) = ∑
⩾బ

ఈ௧ = ଵ
ଵ − ఈ௧ ∈ 𝕜⟦௧⟧ .

Отметим, что все функционалы вычисления линейно независимы, так как равенство

ఒభ
ଵ − ఈభ௧

+ ఒమ
ଵ − ఈమ௧

+ ⋯ + ఒೖ
ଵ − ఈೖ௧

= 

в кольце 𝕜⟦௧⟧ после приведения к общему знаменателю превращается в равенство

ఒభ ∏
ഌ≠భ

(ଵ − ఈഌ௧) + ఒమ ∏
ഌ≠మ

(ଵ − ఈഌ௧) + ⋯ + ఒೖ ∏
ഌ≠ೖ

(ଵ − ఈഌ௧) = 

в кольце многочленов𝕜[௧], подставляя в которое ௧ = ଵ∕ఈ, мы заключаем, чтоఒ =  для каждого
 = ଵ, … ,. Таким образом, в пространстве ℝ⟦௧⟧ ≃ ℝ[௫]∗, двойственном к счётномерному
пространству ℝ[௫], имеется несчётное линейно независимое множество векторов.

Пример 7.3 (функционалы вычисления функций на множестве)

Пусть  — любое множество, и  = 𝕜 — пространство всех функций  → 𝕜, как в прим. 4.1
на стр. 50. С каждой точкой ௫ ∈  связан функционал вычисления1

evೣ∶ 𝕜 → 𝕜 ,  ↦ (௫) ,

переводящий функцию ∶  → 𝕜 в её значение (௫) ∈ 𝕜 в точке ௫. Функционалы вычисления
линейно независимы, поскольку вычисляя обе части равенства

ఒభ evೣభ +ఒమ evೣమ + ⋯ + +ఒ evೣ = 

на дельта-функции ఋೣ ∶  → 𝕜, равную нулю во всех точках множества  кроме точки ௫, где
она равна единице, мы заключаем, что ఒ = , и так для каждого  = ଵ, … ,.

7.1.1. Двойственные базисы. С каждым базисом 𝒆 = (భ, మ, … , ) конечномерного век-
торного пространства  связан набор координатных функционалов 𝒆∗ = (∗

భ, ∗
మ, … , ∗

), лежа-
щих в двойственном пространстве ∗. По определению, функционал ∗

 ∶  → 𝕜 сопоставляет
каждому вектору пространства  его -ю координату в базисе 𝒆, т. е.

∗
 (௫భభ + ௫మమ + ⋯ + ௫) ≝ ௫ .

Таким образом, значения функционала ∗
 на базисных векторах ೕ суть

∗
 (ೕ) =

{
ଵ при  = 
 при  ≠ .

� (7-2)

1Обозначение ev происходит от «evaluation».
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Упражнение 7.1. Убедитесь, что все отображения ∗
 ∶  → 𝕜 линейны.

Из формулы (7-2) вытекает, что ковекторы ∗
భ, ∗

మ, … , ∗
 линейно независимы: вычисляя обе ча-

сти равенства ఒభ∗
భ+ఒమ∗

మ+⋯+ఒ∗
 =  на базисном векторе , мы заключаем, что ఒ =  для

каждого  = ଵ, … ,. С другой стороны, каждый линейный функционалఝ∶  → 𝕜 линейно вы-
ражается через координатные функционалы ∗

 : коэффициентами этого линейного выражения
являются значения функционала ఝ на соответствующих базисных векторах пространства ,
поскольку для любого ௩ = ∑௫ выполняется равенство

ఝ(௩) = ఝ(௫భభ + ⋯ +௫) = ௫భఝ(భ) + ⋯ +௫ఝ() = ∗
భ(௩) ⋅ఝ(భ) + ⋯ + ∗

(௩) ⋅ఝ() ,(7-3)

как раз и означающее, что ఝ = ∗
భ ⋅ ఝ(భ) + ⋯ + ∗

 ⋅ ఝ() в пространстве ∗. Мы заключаем,
что координатные функционалы ∗

 образуют базис векторного пространства ∗. Этот базис
называется двойственным к базису из векторов  в . Таким образом, в противовес прим. 7.2,
для конечномерного пространства  имеет место равенство dim∗ = dim.

Упражнение 7.2. Пусть dim = , а векторы ௩భ, … ,௩ ∈  и ковекторы ఝభ, … ,ఝ ∈ ∗

таковы, чтоఝ(௩) = ଵ иఝ(௩ೕ) =  при  ≠ . Покажите, что векторы ௩ образуют базис в,
а ковекторы ఝ — двойственный базис в ∗.

Пример 7.4 (формула Тейлора)

Пусть поле 𝕜 имеет характеристику нуль1. Зафиксируем число  ∈ 𝕜 и обозначим через

ఝ∶ 𝕜[௫]⩽ → 𝕜 ,  ↦ ()() ,

функционал на пространстве многочленов степени не выше , сопоставляющий многочлену
значение его -й производной в точке . При  =  мы полагаем ఝబ() = evೌ() = (). Функ-
ционалы ఝబ,ఝభ, … ,ఝ и многочлены

ೖ(௫) = (௫ − )ೖ∕! , где  = , ଵ, … , 

удовлетворяют условиям упр. 7.2: ఝ() = ଵ и ఝ(ೕ) =  при  ≠ . Следовательно, много-
члены  составляют базис в пространстве 𝕜[௫]⩽ и координатами многочлена  ∈ 𝕜[௫]⩽ в
этом базисе являются значение многочлена  и первых  его производных в точке . Иными
словами, для любого многочлена  степени не выше  имеет место формула Тэйлора

(௫) = () + ′() ⋅ (௫ − ) + ″() ⋅ (௫ − )మ
ଶ + ⋯ + ()() ⋅ (௫ − )

! , (7-4)

а для любого набора чисел బ,భ, … , ∈ 𝕜 существует единственный такой многочлен  сте-
пени не выше , что ()() =  при всех  = ,ଵ, … ,, и этот многочлен задаётся формулой

(௫) =


∑
ೖ=బ

ೖ(௫ − )ೖ∕! .

1Т. е. сумма любого числа единиц поля 𝕜 отлична от нуля.
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7.1.2. Канонический изоморфизм𝑽 ⥲ 𝑽∗∗. Каждый вектор ௩ ∈  может рассматриваться
как функционал вычисления

evೡ∶ ∗ → 𝕜 , ఝ ↦ ఝ(௩) ,

на двойственном пространстве ∗. Так как число ఝ(௩) ∈ 𝕜 линейно зависит как от ௩ ∈ ,
так и от ఝ ∈ ∗, сопоставление вектору ௩ функционала вычисления evೡ задаёт каноническое1

линейное вложение
ev∶  ↪ ∗∗ , ௩ ↦ evೡ . (7-5)

Упражнение 7.3. Убедитесь, что для любого2 векторного пространства  отображение (7-5)
инъективно.

Если пространство  конечномерно, то согласно упр. 7.2 каждый базис భ, మ, … ,  простран-
ства переводится отображением (7-5) в двойственный к базису ∗

భ, ∗
మ, … , ∗

 пространства∗

базис пространства∗∗. Тем самым, для конечномерного пространства отображение (7-5) ка-
нонически отождествляет пространство ∗∗ с пространством : каждая линейная форма ∗ →
𝕜 представляет собою функционал вычисления значений ковекторов из ∗ на однозначно за-
даваемом этой формой векторе ௩ ∈ , и любой базис 𝜺 = (ఌభ, … , ఌ) пространства ∗ со-
стоит из координатных функционалов для однозначно задаваемого этим базисом базиса 𝜺∗ =
(భ, … , ) = (ఌ∗

భ, … , ఌ∗
) в . Таким образом, двойственные конечномерные пространства 

и ∗ играют по отношению друг к другу совершенно симметричные роли: каждое из них яв-
ляется пространством линейных функционалов на другом. Чтобы подчеркнуть эту симметрию
между векторами и ковекторами, мы будем называть число

⟨ఝ , ௩ ⟩ ≝ ఝ(௩) = evೡ(ఝ) ∈ 𝕜 (7-6)

свёрткой ковектора ఝ с ветором ௩. Свёртка является билинейным отображением

∗ ×  → 𝕜 , (ఝ, ௩) ↦ ⟨ఝ , ௩ ⟩ .

Для координатного пространства  = 𝕜 в обозначениях из прим. 7.1 на стр. 84 свёртка ковек-
тора-строки క = (కభ, కమ, … , క) ∈ 𝕜∗ с вектором-столбцом ௫ = (௫భ,௫మ, … ,௫) ∈ 𝕜 задаётся
матричным произведением

⟨ క , ௫ ⟩ = క ⋅ ௫ = కభ௫భ + కమ௫మ + ⋯ + క௫ .

Правая часть этого равенства абсолютно симметрична по буквам క и ௫.

7.2. Аннуляторы. Каждое множество ковекторов ெ ⊂ ∗ можно воспринимать как систему
однородных линейных уравнений క(௫) =  на неизвестный вектор ௫ ∈  с левыми частями క,
пробегающими множество ெ. Пространство3 всех решений такой системы обозначается

Ann(ெ) ≝ {௩ ∈  | క(௩) =  ∀ క ∈ ெ} ⊂ 

и называется аннулятором множества ковекторов ெ ⊂ ∗.

1Т. е. не требующее выбора базиса.
2В том числе и бесконечномерного.
3Будучи пересечением ядер линейных отображений క ∶  → 𝕜 по всем క ∈ ெ, аннулятор любого

множества ெ ⊂ ∗ является векторным подпространством в .
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Двойственным образом, для любого множества векторов ே ⊂  положим

Ann(ே) ≝ {ఝ ∈ ∗ |ఝ(௩) =  ∀௩∈ே } ⊂ ∗ .

Таким образом, Ann(ே) представляет собою множество всех линейных уравнений క(௫) = ,
пространство решений которых содержит множество ே, или — на геометрическом языке —
множество уравнений всех содержащих множество ே гиперплоскостей1 в . С другой сторо-
ны, как и выше, множество Ann(ே) ⊂ ∗ является множеством решений системы однородных
уравнений evೡ(௬) =  на неизвестный ковектор ௬ ∈ ∗ с левыми частями evೡ, пробегающими
множество ே ⊂ . В частности, Ann(ே) всегда является векторным подпространством в ∗.

Упражнение 7.4. Убедитесь, что аннулятор любого множества совпадает с аннулятором его
линейной оболочки.

Предложение 7.1

Для любых2 векторного пространства  и подпространства  ⊂  имеются канонические изо-
морфизмы (∕)∗ ≃ Ann и ∗ ≃ ∗ ∕Ann.

Доказательство. Обозначим через గ∶  ↠ ∕, ௩ ↦ [௩]ೆ, линейное сюрьективное отобра-
жение факторизации. Отображение ி∶ (∕)∗ → ∗, క ↦ క ∘ గ, сопоставляющее линейному
функционалу క∶ ∕ → 𝕜 его композицию сగ, которая действует по правилу ௩ ↦ క ([௩]ೆ), ли-
нейно и имеет ker ி =  и imி ⊂ Ann. Для любого лежащего в Ann линейного функционала
ట∶  → 𝕜 правило [௩]ೆ ↦ ట(௩) корректно задаёт линейный функционал ∕ → 𝕜, который
переводится в ట линейным отображением ி.

Упражнение 7.5. Убедитесь в этом.

Следовательно, imி = Ann и ி является изоморфизмом между (∕)∗ и Ann.
Линейное отображение ோ∶ ∗ → ∗, క ↦ క|ೆ, сопоставляющее линейному функциона-

лу క∶  → 𝕜 его ограничение на подпространство  ⊂ , имеет ker ோ = Ann и сюрьективно,
так как каждый функционал ట∶  → 𝕜 можно продолжить до функционала  → 𝕜, произ-
вольным образом задав его действие на базисных векторах пространства , дополняющих ка-
кой-нибудь базис в  до базиса3 в . Поэтому канонический изоморфизм ∗ ∕ker ோ ⥲ imோ из
прим. 4.9 на стр. 59 является изоморфизмом между ∗ ∕Ann и ∗. �

Пример 7.5 (теорема о ранге матрицы)

Столбцы భ,మ, … , произвольной матрицы ∈ Mat×(𝕜) являются векторами координат-
ного пространства 𝕜. Обозначим через  ⊂ 𝕜 их линейную оболочку. Каждый максималь-
ный по включению линейно независимый набор столбцов является базисом в и состоит ровно
из dim векторов. В -й строке матрицы  стоят вычисленные на векторах భ,మ, … , значе-
ния базисного ковектора ∗

 ∈ 𝕜∗ из двойственного к стандартному базису భ, మ, … ,  про-
странства𝕜 базиса ∗

భ, ∗
మ, … , ∗

 двойственного пространства𝕜∗. Согласно предл. 7.1, огра-
ничения функционалов ∗

భ, ∗
మ, … , ∗

 на подпространство линейно порождают двойственное
к  пространство ∗. Поэтому любой максимальный по включению линейно независимый на-
бор функционалов ∗

 |ೆ составляет базис в ∗ и тоже состоит из dim∗ = dim = rk векто-
ров. Поскольку линейная зависимость функционалов ∗

 |ೆ равносильна линейной зависимости

1См. прим. 4.4 на стр. 51.
2В том числе бесконечномерных.
3Состоятельность этого рассуждения в бесконечномерном случае объясняется в теоретико-множе-

ственном добавлении из n∘ 7.4 на стр. 92 ниже.
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строк значений этих функционалов на порождающих пространство  векторах1 భ,మ, … ,,
ограничения на подпространство  ковекторов ∗

భ , ∗
మ , … , ∗

rkಲ
тогда и только тогда состав-

ляют базис в ∗, когда строки с номерами భ, మ, … , rkಲ составляют базис линейной оболоч-
ки строк матрицы  в пространстве 𝕜. Мы получаем новое, более простое и концептуальное
доказательство теоремы о ранге матрицы2: линейная оболочка строк  ×  матрицы в коор-
динатном пространстве 𝕜 имеет ту же размерность, что и линейная оболочка столбцов этой
матрицы в координатном подпространстве 𝕜.

Следствие 7.1

Если векторное пространство  конечномерно, то для любого подпространства  ⊂  выпол-
няется равенство dim + dim Ann = dim.

Доказательство. В силу предл. 7.1 dim Ann = dim(∕)∗ = dim(∕), а по предл. 4.9 на стр. 60
dim(∕) = dim − dim. �

Упражнение 7.6. Пусть векторы ௨భ, … ,௨ೖ составляют базис в, а векторы௪భ, … ,௪ допол-
няют их до базиса в . Обозначим через ௨∗

భ, … ,௨∗
ೖ,௪∗

భ, … ,௪∗
 двойственный базис3 в ∗.

Покажите, что ковекторы ௪∗
భ, … ,௪∗

 образуют базис в Ann.

Следствие 7.2

Для любого векторного подпространства  ⊂  выполняется равенство Ann Ann = .

Доказательство. По определению аннуляторов,  ⊂ Ann Ann. С другой стороны, по сл. 7.1
dim Ann Ann = dim∗ − dim Ann = dim∗ − dim + dim = dim. �

Замечание 7.1. Если в сл. 7.1 и сл. 7.2 взять в качестве  двойственное пространство ∗ и отож-
дествить двойственное к ∗ пространство ∗∗ с исходным пространством  при помощи кано-
нического изоморфизма из n∘ 7.1.2, то мы получим для любого подпространства  ⊂ ∗ равен-
ства dim + dim Ann = dim и Ann Ann = .

Замечание 7.2. На языке линейных уравнений сл. 7.2 утверждает, что любая линейная форма,
обращающаяся в нуль на всех решениях какой-нибудь системы линейных однородных уравне-
ний линейно выражается через уравнения системы, а сл. 7.1 означает, что каждое подпростран-
ство коразмерности в  можно задать системой из линейно независимых линейных урав-
нений, и наоборот, множество решений всякой системы из линейно независимых уравнений
на пространстве  представляет собою векторное подпространство коразмерности .

Упражнение 7.7. Покажите, что Ann Annே = spanே для любого подмножества ே ⊂ .

Теорема 7.1

Соответствие  ↔ Ann задаёт биекцию между подпространствами дополнительных размер-
ностей в двойственных пространствах  и ∗. Эта биекция оборачивает включения:

 ⊂ ௐ ⟺ Ann ⊃ Annௐ ,
1Ибо равенство ఒభఝభ + ఒమఝమ + ⋯ + ఒೖఝೖ =  в ∗, где ఒ ∈ 𝕜, а ఝ ∈ ∗, равносильно выполне-

нию равенств ఒభఝభ(௨) + ఒమఝమ(௨) + ⋯ + ఒೖఝೖ(௨) =  для всех векторов ௨ из какого-нибудь линейно
порождающего пространство  набора векторов.

2Ср. с теор. 5.1 на стр. 66.
3См. n∘ 7.1.1 на стр. 85.
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и переводит суммы подпространств в пересечения, а пересечения — в суммы.

Доказательство. Обозначим через 𝒮() множество всех подпространств векторного простран-
ства . Равенство Ann Ann =  означает, что отображения, сопоставляющие подпростран-
ству его аннулятор в двойственном пространстве

𝒮()
ೆ↦Annೆ

,, 𝒮(∗)
Annೈ↤ೈ

ll

обратны друг другу, и следовательно, биективны. Импликация  ⊂ ௐ ⇒ Ann ⊃ Annௐ оче-
видна. Если взять в ней в качестве  и ௐ, соответственно, подпространства Annௐ и Ann и
воспользоваться равенствами Ann Annௐ = ௐ и Ann Ann = , получим обратную имплика-
цию Ann ⊃ Annௐ ⇒  ⊂ ௐ. Равенство

⋂
ഌ

Annഌ = Ann ( �∑
ഌ
ഌ)� (7-7)

тоже очевидно: любая линейная форма, зануляющаяся на каждом из подпространств ഌ, зану-
ляется и на их линейной оболочке, а форма, зануляющаяся на сумме подпространств, зануляет-
ся и на каждом подпространстве в отдельности. Если взять в (7-7) в качестве подпространствഌ
пространства Annഌ, получаем равенство ⋂

ഌ
ഌ = Ann (�∑ഌ

Annഌ) �. Беря в нём аннуляторы

обеих частей, приходим к равенству Ann( �⋂
ഌ
ௐഌ) � = ∑

ഌ
Annௐഌ. �

Следствие 7.3

Две системы однородных линейных уравнений௫ = и௫ = на переменный вектор-столбец
௫ ∈ 𝕜 имеют одно и то же пространство решений если и только если приведённые ступенча-
тые матрицы red и red этих систем совпадают друг с другом с точностью до добавления или
удаления нулевых строк.

Доказательство. Обозначим через  и ௐ линейные оболочки строк матриц  и  в простран-
стве 𝕜∗ ковекторов-строк ширины . Согласно упр. 7.7 пространства решений систем уравне-
ний ௫ =  и ௫ =  суть не что иное как лежащие в пространстве векторов-столбцов 𝕜 вы-
соты  аннуляторы Ann и Annௐ пространств  и ௐ. По теор. 7.1 равенство Ann = Annௐ
пространств решений равносильно равенству  = ௐ линейных оболочек строк матриц  и .
По сл. 6.2 на стр. 83 эти линейные оболочки совпадают если и только если совпадают их базисы
с приведёнными ступенчатыми матрицами координат. �

7.3. Двойственные линейные отображения. С каждым линейным отображением векторных
пространств ி∶  → ௐ канонически связано двойственное отображение

ி∗ ∶ ௐ∗ → ∗ , క ↦ క ∘ ி , (7-8)

действующее между двойственными пространствами в противоположном к ி направлении и
переводящее линейную форму క∶ ௐ → 𝕜 в линейную формуி∗క, значение которой на векторе
௩ ∈  равно ி∗క(௩) ≝ క(ி௩).

Упражнение 7.8. Убедитесь, что композиция ி ∘క является линейной формой на и что отоб-
ражение ி∗ линейно.
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На языке свёрток между векторами и ковекторами1 связь между двойственными операторами
описывается равенством

∀ ⟨ி∗క , ௩ ⟩ = ⟨ క , ி௩ ⟩ для всех ௩ ∈ ௐ и క ∈ ∗, (7-9)

из которого видно, что операторы ி и ி∗ играют симметричные роли по отношению друг к
другу: двойственный к оператору ி∗ ∶ ௐ∗ → ∗ оператор ி∗∗ ∶ ∗∗ → ௐ∗∗ превращается в
оператор ி∶  → ௐ при канонических отождествлениях ∗∗ ≃  и ௐ∗∗ ≃ ௐ из n∘ 7.1.2 на
стр. 87.

Упражнение 7.9. Убедитесь в этом.

Предложение 7.2

Для двойственных операторов ி∶  → ௐ и ி∗ ∶ ௐ∗ → ∗ имеют место равенства

(1) ker ி = Ann im(ி∗) (2) ker(ி∗) = Ann imி
(3) im(ி∗) = Ann ker ி (4) imி = Ann ker(ி∗) .

Доказательство. Вектор ி(௩) ∈ ௐ нулевой если и только если все линейные функционалы
క∶ ௐ → 𝕜 принимают на нём нулевое значение, т. е. ⟨ క , ி௩ ⟩ =  для всех క ∈ ௐ∗. В силу (7-9)
это требование равносильно требованию ⟨ி∗క , ௩ ⟩ =  для всех క ∈ ௐ∗, которое означает, что
௩ ∈ Ann imி∗. Это доказывает равенство (1). Равенство (2) представляет собою равенство (1),
написанное для оператора ி∗ в роли ி и оператора ி∗∗ = ி в роли ி∗. Равенства (3) и (4) полу-
чаются из равенства (1) и (2) взятием аннуляторов обеих частей. �

Следствие 7.4

Векторные пространства imி ⊂  и im(ி∗) ⊂ ௐ∗ канонически двойственны друг другу. Свёрт-
ка вектора ி௩ ∈ imி с ковектором ி∗క ∈ imி∗ задаётся формулой

⟨ி∗క , ி௩ ⟩ ≝ ⟨ி∗క , ௩ ⟩ = ⟨ క , ி௩ ⟩ . (7-10)

Доказательство. В прим. 4.9 на стр. 59 и предл. 7.1 на стр. 88 были построены канонические
изоморфизмы imி ≃ ∕ker ி и (∕ker ி)∗ ≃ Ann ker ி, последний из которых спаривает ко-
вектор ఎ ∈ Ann ker ி ⊂ ∗ с вектором [௨] ∈ ∕ker ி по правилу ⟨ఎ , [௨] ⟩ = ⟨ఎ , ௨ ⟩, а первый
отождествляет класс [௨] ∈ ∕ker ி с вектором ி(௨) ∈ imி. Равенство (3) из предл. 7.2 утвер-
ждает, что каждый ఎ ∈ Ann ker ி однозначно записывается в виде ி∗క, где క ∈ ௐ∗. Собирая всё
вместе и пользуясь равенством ⟨ி∗క , ௨ ⟩ = ⟨ క , ி௨ ⟩ заключаем, что свёртка между ковектором
ఎ = ி∗క ∈ imி∗ = Ann ker ி ⊂ ∗ вектором ி௨ ∈ imி, представляющим класс [௨] ∈ ∕ker ி
при изоморфизме imி ≃ ∕ker ி задаётся формулой (7-10). �

Упражнение 7.10. Убедитесь непосредственно, что формула (7-10) корректна, т. е. результат
свёртки не зависит от выбора ковектора క ∈ ௐ∗ и вектора ௩ ∈ , использованных для
записи элементов из imி∗ и imி.

Следствие 7.5

Векторное пространство ker ி ⊂  канонически двойственно фактор пространству ∗ ∕imி∗,
а пространство ker ி∗ ⊂ ௐ∗ — фактор пространству ௐ∕imி. Свёртки между ними задаются
формулами

⟨ట + ker ி∗ , ௩ ⟩ ≝ ⟨ట , ௩ ⟩ и ⟨ క , ௪ + ி() ⟩ ≝ ⟨ క , ௪ ⟩ , (7-11)

1См. 7-6 на стр. 87.
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где ట + ker ி∗ ∈ ∗ ∕im(ி∗), ௩ ∈ ker ி, క ∈ ker∗, ௪ + ி() ∈ ௐ∕imி. �

Упражнение 7.11. Проверьте корректность определений (7-11), т. е. независимость правых ча-
стей от выбора представителейట ∈ ∗ и௪ ∈ ௐ в классахట+ker ி∗ и௪+ி(), и докажите
сл. 7.5 по образцу сл. 7.4.

Замечание 7.3. Принимая во внимание двойственности из сл. 7.5, фактор по образу линейного
отображенияி часто называют коядром отображенияி и обозначают coker(ி) ≝ ௐ∕imி. В этих
обозначениях первые два утверждения из сл. 7.5 записываются равенствами

(ker ி)∗ = coker(ி∗) и (coker ி)∗ = ker(ி∗) .

Предложение 7.3

Пусть отображение ி∶  → ௐ имеет в некоторых базисах 𝒖 = (௨భ, … ,௨) и 𝒘 = (௪భ, … ,௪)
пространств  и ௐ имеет матрицу1 ி𝒘𝒖 = (ೕ). Тогда матрица ி∗

𝒖∗𝒘∗ = (∗
ೕ) двойственного

отображения ி∗ ∶ ௐ∗ → ∗ в двойственных базисах 𝒖∗ = (௨∗
భ, … ,௨∗

) и 𝒘∗ = (௪∗
భ, … ,௪∗

)
пространств ௐ∗ и ∗ является транспонированной2 к матрице отображения ி:

ி∗
𝒖∗𝒘∗ = ி𝒘𝒖 , т. е. ∗

ೕ = ೕ.

Доказательство. Число ∗
ೕ равно -й координате ковектора ி∗(௪∗

ೕ ) в базисе 𝒖∗, т. е. свёртке это-
го ковектора с базисным вектором3 ௨:

∗
ೕ = ⟨ி∗௪∗

ೕ , ௨ ⟩ = ⟨௪∗
ೕ , ி௨ ⟩ = ⟨௪∗

ೕ , ∑
ೖ
௪ೖ ⋅ ೖ ⟩ = ∑

ೖ
⟨௪∗

ೕ , ௪ೖ ⟩ ⋅ ೖ = ೕ ,

что и утверждалось. �

Пример 7.6 (ещё раз о ранге матрицы)

Каждая матрица  = (ೕ) ∈ Mat×(𝕜) является матрицей линейного отображения

ி∶ 𝕜 → 𝕜 ,

и линейная оболочка столбцов матрицы  совпадает с образом imி этого отображения, т. е.
rk = dim imி. Согласно предл. 7.3, двойственное отображение ி∗ ∶ 𝕜∗ → 𝕜∗ задаётся в
двойственных базисах транспонированной матрицей , откуда

rk = dim imி∗ =  − dim ker ி∗ =  − dim Ann imி = dim imி = rk ,

что даёт ещё одно доказательство теоремы о ранге матрицы4.

7.4. Отступление: бесконечномерие. Этот раздел относится скорее к теории множеств, чем к
линейной алгебре. В нём изложена стандартная машинерия, позволяющая отбросить предпо-
ложения о конечномерности, которые для упрощения первого знакомства с предметом были
сделаны нами в теореме о базисе5.

1См. n∘ 4.4.2 на стр. 57.
2См. обсуждение перед упр. 5.3 на стр. 62 из n∘ 5.1.
3См. форм. (7-3) на стр. 86 и сопутствующее обсуждение.
4Ср. с прим. 7.5 на стр. 88.
5См. теор. 4.1 на стр. 49.
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7.4.1. Отношения порядка. Множество называется частично упорядоченным если между
некоторыми парами элементов ௫,௬ ∈  установлено такое отношение ௫ ⩽ ௬, что для всех
௫,௬, ௭ ∈  из ௫ ⩽ ௬ и ௬ ⩽ ௭ вытекает, что ௫ ⩽ ௭, а одновременное выполнение условий ௫ ⩽ ௬ и
௬ ⩽ ௫ равносильно равенству ௫ = ௬. Запись ௫ < ௬ означает, что ௫ ⩽ ௬ и ௫ ≠ ௬.

Например, пусть = ଶಾ является множеством всех подмножеств некоторого множестваெ.
Отношение нестрого включения ௫ ⊆ ௬ подмножества ௫ ⊆ ெ в подмножество ௬ ⊆ ெ задаёт на
множестве ଶಾ частичный порядок. Запись ௫ ⊂ ௬ означает строгое включение.

Частичный порядок на множестве называется линейным, если для любой пары элементов
௫,௬ ∈  выполняется неравенство ௫ ⩽ ௬ или неравенство ௬ ⩽ ௫. Например, множество раци-
ональных чиселℚ со стандартным отношением неравенства между числами линейно упорядо-
чено, а множество ଶಾ всех подмножеств множества ெ с отношением включения не является
линейно упорядоченным, если в ெ не меньше двух элементов.

Линейно упорядоченное множество называется вполне упорядоченным, если каждое непу-
стое подмножество ௌ ⊂  содержит такой элемент ௦∗ ∈ ௌ, что ௦∗ ⩽ ௦ для всех ௦ ∈ ௌ. Этот эле-
мент автоматически единствен и называется начальным элементом подмножества ௌ. Напри-
мер, множество натуральных чиселℕ со стандартным отношением неравенства между числами
вполне упорядочено, как и любое дизъюнктное объединение видаℕ⊔ℕ⊔ℕ⊔ …, в котором все
элементы каждой копии множестваℕ считаются строго большими всех элементов каждой пред-
шествующей копии. Пустое множество тоже вполне упорядочено. Напротив, множествоℚ ⊃ ℕ
со стандартным отношением неравенства между числами не является вполне упорядоченным.

Вполне упорядоченные множества замечательны тем, что их элементы можно рекурсивно
перебрать точно так же, как и элементы множества ℕ. А именно, пусть некоторое зависящее
от элемента ௫ вполне упорядоченного множества утверждениеః(௫) истинно для начального
элемента ௫∗ множества , и пусть для каждого ௫ ∈  истинность утверждения ః(௬) при всех
௬ < ௫ влечёт за собою истинность утверждения ః(௫). Тогда ః(௫) истинно для всех ௫ ∈ .

Упражнение 7.12. Убедитесь в этом.

Такой способ доказательства утверждения ః(௫) для всех ௫ ∈  называется трансфинитной
индукцией. Используемые для индуктивного перехода специальные подмножества

[௫) ≝ {௬ ∈  | ௬ < ௫}

называются начальными интервалами частично упорядоченного множества . Элемент ௫ ∈ 
называется точной верхней гранью начального интервала [௫) ⊂ . Отметим, что начальный
элемент ௫∗ ∈  является точной верхней гранью пустого начального интервала [௫∗) = ∅.

Упражнение 7.13. Покажите, что собственное подмножество ூ ⊊  тогда и только тогда являет-
ся начальным интервалом вполне упорядоченного множества, когда [௬) ⊂ ூ для каждого
௬ ∈ ூ, и в этом случае точная верхняя грань интервала ூ однозначно восстанавливается
по ூ как начальный элемент дополнения  ∖ ூ.

7.4.2. Лемма Цорна. Рассмотрим произвольное частично упорядоченное множество  и
обозначим через𝒲() множество всех подмножествௐ ⊂ , которые вполне упорядочены име-
ющимся на  отношением ௫ ⩽ ௬. Множество 𝒲() непусто и содержит пустое подмножество
∅ ⊂ , а также все конечные линейно упорядоченные подмножества1  ⊂  и, в частности, все
элементы множества .

1Линейно упорядоченные подмножества частично упорядоченного множества называются цепями.
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Лемма 7.1

Не существует такого отображения ద∶ 𝒲() → , что ద(ௐ) > ௪ для всех ௐ ∈ 𝒲() и ௪ ∈ ௐ.

Доказательство. Пусть такое отображение ద существует. Назовём вполне упорядоченное под-
множество ௐ ⊂  ద-рекурсивным, если ద([௬)) = ௬ для всех ௬ ∈ ௐ. Например, множество

{�ద(∅), ద( �{ద(∅)}) �, ద( �{�ద(∅), ద({ద(∅)})} �) �}�

ద-рекурсивно и может неограниченно расширяться вправо. Любые два различных ద-рекурсив-
ных вполне упорядоченных подмножества с общим начальным элементом обладают тем свой-
ством, что одно из них является начальным интервалом другого.

Упражнение 7.14. Докажите это.

Обозначим через ⊂  объединение всех ద-рекурсивных вполне упорядоченных подмножеств
в  с начальным элементом ద(∅).

Упражнение 7.15. Убедитесь, что подмножество  ⊂  вполне упорядочено и ద-рекурсивно.

Поскольку элемент ద() строго больше всех элементов из, он не лежит в. С другой стороны,
множество ௐ =  ∪ {ద()} вполне упорядочено, ద-рекурсивно, и его начальным элементом
является ద(∅). Следовательно, ௐ ⊂ , откуда ద() ∈ . Противоречие. �

Предложение 7.4

Пусть каждое вполне упорядоченное подмножество ௐ частично упорядоченного множества 
имеет в  верхнюю грань1. Тогда в  есть такой (возможно не единственный) элемент ∗ ∈ ,
что неравенство ∗ ⩽ ௫ выполняется в  только для ௫ = ∗.

Доказательство. Если требуемого элемента ∗ нет, то для каждого элемента  ∈  найдётся
такой элемент ′ ∈ , что  < ′. Тогда для каждого вполне упорядоченного подмножества
ௐ ⊂  найдётся такой (возможно не единственный) элемент ௪∗ ∈ , что ௪ < ௪∗ для всех
௪ ∈ ௐ. Сопоставляя каждому ௐ ∈ 𝒲 один из этих элементов ௪∗, мы получаем отображение
ద∶ 𝒲 → , которого не может быть по лем. 7.1. �

Следствие 7.6 (лемма Цорна)

Пусть каждое линейно упорядоченное подмножество  частично упорядоченного множества 
имеет в  верхнюю грань, т. е. такой (возможно не единственный) элемент ௦∗ ∈ , что ௫ ⩽ ௦∗

для всех ௫ ∈ . Тогда в  есть такой (возможно не единственный) элемент2 ∗, что неравенство
∗ ⩽ ௫ выполняется в  только при ௫ = ∗. �

7.4.3. Теоремы о базисах. Подмножество векторного пространства называется порож-
дающим, если каждый вектор ௩ ∈  записывается в виде

௩ = ఒభభ + ఒమమ + ⋯ + ఒ , где  ∈ ℕ ,  ∈  , ఒ ∈ 𝕜 .

Иначе можно сказать, что каждый вектор ௩ ∈  допускает линейное разложение

௩ = ∑್
∈ಳ
ఒ್ , где ఒ್ ∈ 𝕜 , (7-12)

1Т. е. такой (возможно не единственный) элемент ௪∗ ∈ , что ௪ ⩽ ௪∗ для всех ௪ ∈ ௐ.
2Элементы с таким свойством принято называть максимальными.
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в котором лишь конечное число коэффициентов ఒ್ отлично от нуля. Порождающее подмноже-
ство  ⊂  называется базисом пространства , если для каждого ௩ ∈  разложение (7-12)
единственно, то есть равенство ∑್∈ಳ ఒ್ = ∑್∈ಳ ఓ್, в котором лишь конечное число коэф-
фициентов ఒ್, ఓ್ отлично от нуля, равносильно тому, что ఒ್ = ఓ್ при всех  ∈ . Непустое
множество  ⊂  называется линейно независимым если равенство

ఒభభ + ఒమమ + ⋯ + ఒ =  , где  ∈ ℕ ,  ∈  , ఒ ∈ 𝕜 ,

возможно только когда все ఒ = .

Упражнение 7.16. Убедитесь в том, что множество ா ⊂  является базисом если и только если
оно линейно независимо и порождает .

Теорема 7.2 (существование базиса)

В каждом ненулевом векторном пространстве для любого линейно независимого множества
и любого содержащего  порождающего множества  существует базис ா, содержащий  и со-
держащийся в .

Доказательство. Линейно независимые множества векторов  ⊆  со свойством  ⊆  ⊆ 
образуют частично упорядоченное отношением включения множество, удовлетворяющее лем-
ме Цорна1. А именно, в качестве верхней грани линейно упорядоченной цепи вложенных друг
в друга линейно независимых наборов векторов можно взять их объединение. Оно тоже будет
линейно независимо, так как любая конечная линейная комбинация векторов такого объеди-
нения всегда является линейной комбинацией векторов какого-нибудь одного достаточно боль-
шого множества цепочки. Тем самым, по лемме Цорна существует такое линейно независимое
множество ா со свойством  ⊆ ா ⊆ , что для любого линейно независимого множества  со
свойством  ⊆  ⊆  включение ா ⊆  влечёт равенство ா = . Покажем, что ா линейно по-
рождает. Достаточно убедиться, что каждый вектор ∈ ∖ா линейно выражается черезா. Так
как множество ா ∪ {} строго больше ா, оно линейно зависимо. Поскольку само множество ா
линейно независимо, всякая линейная зависимость между векторами из ா ∪ {} содержит с
ненулевым коэффициентом вектор . Тем самым, он линейно выражается через ா. �

Следствие 7.7

Каждое ненулевое векторное пространство имеет базис, и любой базис любого подпростран-
ства можно дополнить до базиса во всём пространстве. �

Теорема 7.3 (равномощность базисов)

В каждом векторном пространстве все базисы равномощны.

Доказательство. Пусть базис строго мощнее базисаா. Поскольку в конечномерном простран-
стве это невозможно по теор. 4.1 на стр. 49, оба базиса бесконечны. Каждый вектор  ∈ ா яв-
ляется линейной комбинацией конечного множества векторов  ⊂ . Так как множество ா
бесконечно, объединение ಶ = ⋃∈ಶ  всех этих конечных множеств равномощно ா.

Упражнение 7.17. Убедитесь в этом.

Тем самым, существует вектор  ∈ , не лежащий в . Линейно выражая  через векторы
базиса ா, а каждый из входящих в это выражение векторов  ∈ ா — через векторы из , мы

1См. сл. 7.6 на стр. 94.



96 §7 Двойственность

получим линейное выражение вектора ∈ ∖ಶ через векторы изಶ. Тем самым, множество
линейно зависимо. �

Следствие 7.8

Всякое более мощное, чем базис, множество векторов линейно зависимо. �

Теорема 7.4 (продолжение линейных отображений)

Для каждого линейного отображения ி∶  → ௐ, заданного на подпространстве  вектор-
ного пространства , существует (возможно, не единственное) такое линейное отображение
ீ∶  → ௐ, что ீ|ೆ = ி.

Доказательство. Каждое линейное отображение ீ∶  → ௐ однозначно задаётся своими зна-
чениями на векторах любого базиса ா пространства , и для любого отображения множеств
∶ ா → ௐ существует единственное такое линейное отображение ீ∶  → ௐ, что ீ() = ()
для всех  ∈ ா.

Упражнение 7.18. Убедитесь в этом.

Рассмотрим произвольный базис в, дополним его до базиса ா = ⊔ в и рассмотрим лю-
бое отображение множеств∶ ா → ௐ, переводящее каждый вектор  ∈  в ி(). Отвечающее
этой функции линейное отображение обладает требуемым свойством. �
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Упр. 7.2. Достаточно убедиться, что векторы ௩భ,௩మ, … ,௩ линейно независимы. Применяя к обе-
им частям соотношения ఒభ௩భ +ఒమ௩మ + ⋯ +ఒ௩ =  функционал క, получаем ఒ = , и так для
каждого  = ଵ, … ,.

Упр. 7.3. Ядро ker ev = {௩ ∈  | ∀ఝ ∈ ∗ ఝ(௩) = } = , поскольку для любого ненулевого век-
тора ௩ ∈  существует nfrjq линейный функционал ఝ∶  → 𝕜, что ఝ(௩) ≠ . Например, можно
дополнить вектор ௩ до базиса пространства  и взять в качестве ఝ функционал, сопоставляю-
щий вектору его координату в направлении базисного вектора ௩относительно этого базиса.

Упр. 7.4. Если линейная форма зануляется на каком-то множестве векторов, то она зануляется и
всех линейных комбинациях этих векторов.

Упр. 7.6. Ковекторы ௪∗
భ, … ,௪∗

 лежат в Ann и линейно независимы, так как являются частью
базиса в ∗. Поскольку координатами каждого линейного функционала ఝ ∈ ∗ в базисе

௨∗
భ, … ,௨∗

ೖ,௪∗
భ, … ,௪∗



являются значенияఝ(௨భ), … ,ఝ(௨ೖ),ఝ(௪భ), … ,ఝ(௪), ковекторఝ ∈ Ann если и только если
он является линейной комбинацией ковекторов௪∗

భ, … ,௪∗
. Тем самым, эти ковекторы линей-

но порождают Ann.

Упр. 7.7. По упр. 7.4 на стр. 88 Annே = Ann spanே, откуда Ann Annே = Ann Ann spanே = spanே.

Упр. 7.9. Оператор ி∗∗ ∶ ∗∗ → ௐ∗∗ переводит функционал вычисления evೠ∶ ∗ → 𝕜 в ком-
позицию evೠ ∘ி∗ ∶ ௐ∗ → 𝕜, которая в свою очередь переводит ковектор క∶ ௐ → 𝕜 в число
evೠ(ி∗క) = ி∗క(௨) = క(ி௨) = evಷೠ(క). Таким образом, ி∗∗(evೡ) = evಷ(ೡ). Отождествления
∗∗ ≃  и ௐ∗∗ ≃ ௐ переводят функционалы вычисления evೠ∶ ∗ → 𝕜 и evೢ∶ ௐ∗ → 𝕜 в
векторы ௨ ∈  и ௪ ∈ ௐ, на которых эти вычисления производятся. Формула ி∗∗(evೡ) = evಷ(ೡ)
утверждает, что при этом действие оператора ி∗∗ на функционалы вычисления превращается
в действие ி на векторы.

Упр. 7.12. Пусть множество ௌ ⊂  состоит из всех таких элементов ௭ ∈ , что утверждение ః(௭)
ложно. Если ௌ ≠ ∅, то в нём есть начальный элемент ௦∗ ∈ ௌ. Поскольку утверждение ః(௬)
истинно для всех ௬ < ௦∗, утверждение అ(௦∗) тоже истинно, т. е. ௦∗ ∉ ௌ. Противоречие.

Упр. 7.13. Обозначим через ௫ начальный элемент дополнения ∖ ூ. Начальный интервал [௫) ⊂ 
является объединением начальных интервалов [௬) ⊂  по всем ௬ < ௫. Если ூ содержит все
интервалы [௬) с ௬ < ௫, то ூ ⊇ [௫), откуда ூ = [௫).

Упр. 7.14. Рассмотрим подмножество  ⊆ ௐభ, состоящее из всех таких ௭ ∈ ௐభ, что начальный ин-
тервал [௭)భ в множествеௐభ является одновременно начальным интервалом [௭)మ множестваௐమ.
Множество  не пусто, поскольку содержит общий начальный элемент множеств ௐభ и ௐమ. Ес-
ли ⊊ ௐభ и ⊊ ௐమ, то по упр. 7.13 на стр. 93 подмножество является начальным интервалом
как вௐభ, так и вௐమ, что невозможно, поскольку точные верхние границы этих интервалов вௐభ
иௐమ, с одной стороны, не лежат в  и, стало быть, различны, а с другой стороны в силу ద-рекур-
сивности множеств ௐభ и ௐమ обе они равны ద(), то есть совпадают. Тем самым,  = ௐభ или
 = ௐమ. По упр. 7.13 в первом случаеௐభ является начальным интервалом вௐమ, а во втором —
ௐమ является начальным интервалом в ௐభ.

Упр. 7.15. Каждое подмножество ௌ ⊂  имеет непустое пересечение с каким-нибудь ద-рекурсив-
ным вполне упорядоченным подмножествомௐ ⊂  с начальным элементом ద(∅). По упр. 7.14

110
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подмножество ௐ является начальным интервалом всех содержащих ௐ ద-рекурсивных вполне
упорядоченных подмножеств с начальным элементом ద(∅). Поэтому начальный элемент пере-
сечения ௌ ∩ ௐ не зависит от выбора ௐ с ௐ ∩ ௌ ≠ ∅ и является начальным элементом под-
множества ௌ. Каждый начальный интервал [௨) ⊂  является начальным интервалом любого
содержащего ௨ множества ௐ из цепи. В силу ద-рекурсивности ௐ элемент ద[௨) = ௨.

Упр. 7.16. Годится дословно то же рассуждение, что и в доказательстве лем. 4.1 на стр. 49.

Упр. 7.17. Очевидно, что ா вкладывается в ಶ, а ಶ вкладывается в дизъюнктное объединение

⨆
⩾భ

ா ⊔ … ⊔ ா⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟


счётного множества копий множества ா, которое в силу того, что множество ா бесконечно,
равномощно ா. Тем самым, ಶ вкладывается в ா. Остаётся применить теорему Кантора – Берн-
штейна.

Упр. 7.18. Линейное отображение ீ действует на каждый вектор ௩ = ∑∈ಶ ௫ по правилу ீ(௩) =
= ∑∈ಶ ௫(), и для любого отображения множеств ∶ ா → ௐ это правило задаёт линейное
отображение ீ∶  → ௐ.
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