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Пространства со скалярным произведением

ГЛ1⋄1. Какими могут быть ранг и сигнатура ограничения невырожденной вещественной
квадратичной формы сигнатуры (𝑝, 𝑞) на гиперплоскость1?

ГЛ1⋄2. Убедитесь, что функция 𝐴 ↦ det 𝐴 является квадратичной формой на пространстве
Matଶ(𝕜), и опишите такое линейное преобразование 𝑌 ↦ 𝑌? пространства Matଶ(𝕜), что
поляризация формы det имеет вид 2 d̃et(𝑋,𝑌) = tr(𝑋 ⋅𝑌?). Найдите сигнатуру формы det над
𝕜 = ℝ. Гиперболична ли эта форма над 𝕜 = 𝔽௣ ?

ГЛ1⋄3. Для 𝑋 ∈ Mat௡(ℝ) пусть det(𝑡𝐸 − 𝑋) = 𝑡௡ − 𝜎ଵ(𝑋) 𝑡௡−ଵ + 𝜎ଶ(𝑋) 𝑡௡−ଶ − ⋯ . Покажите, что
𝜎ଶ(𝑋) является квадратичной формой на пространстве Mat௡(ℝ), и вычислите её ранг и
сигнатуру. Если общий случай вызывает затруднения, решите задачу для 𝑛 = 2, 3, 4.

ГЛ1⋄4. Найдите сигнатуру квадратичной формы tr (𝐴ଶ) на пространстве Mat௡(ℝ). Если об-
щий случай вызывает затруднения, решите задачу для 𝑛 = 2, 3, 4.

ГЛ1⋄5. Рассмотрим кольцо 𝐾 = 𝔽ଷ[𝑥]∕ (𝑥ଷ − 𝑥 + 1) как трёхмерное векторное пространство
над полем 𝔽ଷ c симметричной билинейной формой2 tr(𝑎𝑏). Напишите её матрицу Грама
в базисе 1, [𝑥], [𝑥ଶ] и выясните, есть ли в 𝐾 гиперболическая плоскость.

ГЛ1⋄6. Покажите, что гиперболичность пространства 𝑊 с невырожденной квадратичной
формой равносильна каждому из условий: а) dim𝑊 = 2𝑘 и в𝑊 есть 𝑘-мерное изотропное
подпространство, б)𝑊 = 𝑈ଵ ⊕ 𝑈ଶ, где 𝑈ଵ и 𝑈ଶ изотропны.

ГЛ1⋄7. Перечислите все анизотропные формы над полем 𝔽௣ = ℤ∕(𝑝).
ГЛ1⋄8. Покажите, что симплектическая группа транзитивно действует на симплектических
и на изотропных подпространствах любой фиксированной размерности.

ГЛ1⋄9*. Приведите пример пространства 𝑉 с вырожденной билинейной формой 𝛽 и допол-
нительного к ядру левой корреляции ∧𝛽∶ 𝑉 → 𝑉∗, 𝑣 ↦ 𝛽(𝑣, ∗ ), подпространства 𝑈 ⊂ 𝑉
таких, что ограничение формы 𝛽 на 𝑈 вырождено.

ГЛ1⋄10*. Пусть билинейная форма 𝛽 на пространстве 𝑉 ограничивается в невырожденную
форму на конечномерном подпространстве 𝑈 ⊂ 𝑉. Постройте сохраняющий скалярное
произведение3 линейный изоморфизм между пространствами

⊥𝑈 ≝ {𝑣 ∈ 𝑉 | ∀𝑢 ∈ 𝑈 𝛽(𝑣,𝑢) = 0} и 𝑈⊥ ≝ {𝑣 ∈ 𝑉 | ∀𝑢 ∈ 𝑈 𝛽(𝑢, 𝑣) = 0} .

1Т. е. на векторное подпространство коразмерности ଵ.
2След умножения на ௔௕∶ ௄ → ௄, ௫ ↦ ௔௕ ௫.
3Т. е. такой изоморфизм ௙∶ ⊥௎ ⥲ ௎⊥, что ఉ(�௙(௩),௙(௪)) � = ఉ(௩,௪) для всех ௩,௪ ∈ ⊥௎.
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