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Углы и отражения
Г17⋄1 (группа Мёбиуса). Рассмотрим евклидову единичную сферу 𝑆−ଵ ⊂ ℝ как проективную

квадрику с уравнением 𝑞(𝑥) = 𝑥ଶ −∑
=ଵ 𝑥ଶ = 0 в ℙ = ℙ(ℝ+ଵ), куда исходное ℝ вложено в каче-

стве стандартной аффинной карты 𝑈. Инволюция 𝜎 этой квадрики, задаваемая пучком пря-
мых через точку 𝑝, лежащую снаружи от сферы, называется инверсией сферы 𝑆−ଵ с полюсом 𝑝.
Изоморфны ли друг другу следующие группы преобразований сферы 𝑆−ଵ: а) преобразования,
индуцированные линейными проективными автоморфизмами пространства ℙ, переводящи-
ми проективную квадрику 𝑆−ଵ в себя б) преобразования, индуцированные линейными авто-
морфизмами векторного пространства ℝ+ଵ, сохраняющими квадратичную форму 𝑞 в) группа,
порождённая всевозможными инверсиями.

Г17⋄2 (модель Пуанкаре в шаре). Отождествим пространство 𝕃 ⊂ ℙ = ℙ(ℝ+ଵ) с точками еди-
ничного шара 𝐵ଵ = {(1, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥) ∈ ℝ+ଵ | ∑

=ଵ 𝑥ଶ ⩽ 1} в стандартной аффинной кар-
те 𝑈 ⊂ ℙ и обозначим через 𝑆 ⊂ ℝ+ଵ единичную сферу с центром в нуле. Параллель-
ная проекция вдоль оси 𝑥 отождествляет 𝐵ଵ c полусферой 𝑥 ⩾ 0 в 𝑆 . Центральная про-
екция из (−1, 0, 0, … 0) на экваториальную плоскость 𝑥 = 0 отождествляет эту полусферу с
шаром 𝐵 = {(0, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥) ∈ ℝ+ଵ | ∑

=ଵ 𝑥ଶ ⩽ 1} . Итого: 𝕃 ≃ 𝐵ଵ ≃ 𝐵 . Покажите, что:
а) геодезические изображаются в 𝐵 всевозможными диаметрами этого шара, а также дугами
всевозможных окружностей, пересекающих его границу под прямым углом б) угол между
геодезическими в 𝕃 равен евклидову углу между их изображениями в 𝐵 .

Г17⋄3. Как выглядят в модели 𝐵ଶ плоскости 𝕃ଶ: а) пучок окружностей с данным центром б) от-
ражение относительно прямой 𝑒⊥ (где (𝑒, 𝑒) < 0) в) срединный перпендикуляр к отрезку?

Г17⋄4. Покажите, что у тетраэдра в 𝕃ଷ с вершинами на абсолюте а) объём конечен б) противопо-
ложные двугранные углы равны в) сумма двугранных углов при вершине равна 𝜋.

Г17⋄5. Куб в 𝕃ଷ имеет двугранный угол 𝛼, а угол 𝛽 между выходящими из одной вершины и ле-
жащими в одной грани сторонами. Найдите sin(𝛼/2) sin(𝛽/2).

Многогранники Кокстера Пусть  это сфера ௌ, евклидово пространство ℝ или пространство Лобачевского
𝕃. Выпуклый многогранник ெ ⊂  с гипергранями భ,మ, … ,ಿ называется кокстеровским, если двугран-
ный угол между любыми двумя непараллельными гипергранями , ೕ равен గ/ೕ с ೕ ∈ ℕ. В этом случае
группа, порождённая отражениями ఙ в гиперплоскостях , называется группой Кокстера и обозначается ீಾ.
Гиперплоскости вида (ೕ) с  ∈ ீಾ называются зеркалами. Отражение в зеркале  обозначается ఙ.

Г17⋄6. Пусть 𝛱 = 𝜎భ𝜎మ ⋯𝜎𝛱. Выразите 𝜎 через порождающие отражения 𝜎.
Г17⋄7 (приведённые слова¹). Пусть 𝐵 ∈ 𝑋 не лежит ни на каком на зеркале. Покажите, что а)

существует точка 𝐴 ∈ 𝑀, такая что отрезок [𝐴,𝐵] не пересекает пересечений зеркал б) последо-
вательность номеров зеркал 𝑖ଵ, 𝑖ଶ, 𝑖ଷ, …, возникающая при движении по [𝐴,𝐵] от 𝐴 к 𝐵 так, что
𝑖ଵ —номер первой гиперграни в𝑀, которую пересекает [𝐴,𝐵], 𝑖ଶ —номер следующей гиперграни
(в симметричном многограннике 𝜎భ(𝑀)), которую пересекает [𝐴,𝐵], и т. д., всегда конечна (она
называется приведённым словом) в) 𝐵 ∈ 𝜎భ𝜎మ ⋯𝜎𝑀 для 𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖 приведённого слова, отве-
чающего любому допустимому выбору точки 𝐴 ∈ 𝑀, причём разные произведения 𝜎′

భ𝜎
′
మ ⋯𝜎′

′ ,
которые могут возникнуть при другом выборе точки 𝐴 ∈ 𝑀 (при фиксированном 𝐵) или 𝐵 внут-
ри 𝑠భ𝑠మ ⋯ 𝑠𝑀 (при фиксированном 𝐴), все равны друг другу в группе 𝐺ெ г) образы много-
гранника 𝑀 под действием преобразований из 𝐺ெ покрывают всё пространство 𝑋 и любые два
таких образа либо не имеют общих внутренних точек, либо совпадают д) любой элемент 𝑔 ∈ 𝐺ெ
записывается каким-нибудь приведённым словом 𝑠భ𝑠మ ⋯ 𝑠 , причём более короткого по числу
букв выражения 𝑔 через 𝑠 нет е) соотношения между 𝑠 составляют наименьшую нормальную
подгруппу свободной группы с образующими 𝑠, которая содержит все слова вида (𝑠𝑠)ଶೕ для
любых не параллельных граней 𝛱, 𝛱.

Г17⋄8. Опишите все многоугольники Кокстера а) на евклидовой плоскости ℝଶ б) на сфере 𝑆ଶ.
¹задачу достаточно решить для  = ଶ, но решения, обобщающиеся и на любое , особенно приветствуются
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