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affinna� karta Uξ

beskoneqnostь U
(∞)
ξ

O

òÉÓ. 9⋄1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÉÒ.

ÓÔ×ÏÍ V ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k �ÏÍÉÍÏ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á An+1 = A(V ) Ó×ÑÚÁÎÏ n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn =
P(V ) , ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-ÍÏÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÁÆ-ÆÉÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × A(V ). þÔÏÂÙ ×ÉÄÅÔØ ÉÈ ËÁË�ÏÂÙÞÎÙÅ� ÔÏÞËÉ, ×ÎÕÔÒØ A(V ) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÍÅ-ÓÔÉÔØ ÜËÒÁÎ | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ U� ⊂ A(V ),ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ �(x) = 1 , ÇÄÅ � ∈ V ∗ | ÌÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V (ÓÍ. ÒÉÓ. 9⋄1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ � 7→ U� ÚÁÄÁ£Ô ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÍÉ ËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ � ∈ V ∗ É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ × A(V ).÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÜËÒÁÎ U� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). ÷ ËÁÒÔÅ U� ×ÉÄÎÙ×ÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v ∈ V Ó �(v) 6= 0 . äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ U (∞)� def= Pn\U� ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ann (�) ⊂ V |�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ËÏ�ÉÉ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ U�.üÔÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ (n−1)-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn−1 = P(Ann (�), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ËÁÒÔÙ U� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U (∞)� . �ÏÞËÉ U (∞)� ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØËÁË ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U�.éÔÁË, n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÓÅÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ:
Pn = U� ⊔ U (∞)� = A

n ⊔ Pn−1 = A
n ⊔ A

n−1 ⊔ Pn−2 = · · · = A
n ⊔ A

n−1 ⊔ : : : ⊔ A
0(ÇÄÅ A0 = P0 | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ëÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ q �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÔ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÄËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?9.2. çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × V ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙx0; x1; : : : ; xn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÁ e0; e1; : : : ; en. ä×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ×ÅËÔÏÒÁ v = (x0; x1; : : : ; xn) É w = (y0; y1; : : : ; yn) ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ151



152 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïp ∈ Pn , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ x� : x� = y� : y� ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6 � 6= � 6 n (ÇÄÅ ÍÙÄÏ�ÕÓËÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÁ 0 : x = 0 : y É x : 0 = y : 0). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÔÏÞËÁÍ p ∈ Pn ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ (x0 : x1 : : : : : xn) ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. üÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ p × ÂÁÚÉÓÅ {e0; e1; : : : ; en} ⊂ V .9.3. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ Pn = P(V ) ÁÆ-ÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U� = {(x0; x1; : : : ; xn) ∈ A(V ) | �(x) = 1} , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ËÏ×ÅËÔÏÒÕ �∈V ∗. ìÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ�1; �2; : : : ; �n∈ V ∗ ;ÔÁËÉÅ ÞÔÏ n+1 ÆÏÒÍ �;�1; �2; : : : ; �n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × V ∗, ÚÁÄÁÀÔ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙU� ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅp Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0 : x1 : : : : : xn), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ×ÅËÔÏÒ v = p=�(p) ∈ U�,Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ �� ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔxi(p) = �i(v) = �i(p)=�(p) (ÇÄÅ 1 6 i 6 n) ÎÅÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ p.ðÒÉÍÅÒ 9.1�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ P1 = P(k2) �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ U0 =
s = p0/p1

t = p1/p0

(1, 0)

(0, 1)

(p0 : p1) = (1 : t) = (s : 1)

U0 : x0 = 1

U1 : x1 = 1

O x0

x1

òÉÓ. 9⋄2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÎÁ P1.
Ux0 É U1 = Ux1 , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÂÏÀ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x0 =1 É x1 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 9⋄2). ëÁÒÔÁ U0 �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ P1 ËÒÏÍÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ (0 : 1), ËÏÔÏ-ÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑËÁÒÔÙ U0. �ÏÞËÁ (x0 : x1) Ó x0 6=0 ×ÉÄÎÁ × ËÁÒÔÅ U1 ËÁË (1 : x1x0 )É ÆÕÎË�ÉÑ t = x1|U0 = x1=x0 ÍÏ-ÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÙ × ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ. ëÁÒÔÁ U1 �Ï-ËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ (x0 : x1) =(x0x1 : 1) Ó x1 6= 0, É ÆÕÎË�ÉÑs = x0|U1 = x0=x1 ÇÏÄÉÔÓÑ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × U1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÄÌÑ ËÁÒÔÙ U1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ (1 : 0). ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ sÉ t ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ (x0 : x1) ∈ P1 , ×ÉÄÉÍÏÊ ÓÒÁÚÕ × ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÙÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ s = 1=t.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.ðÏÜÔÏÍÕ P1 ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ A

1 (ÏÄÎÁ | Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s, ÄÒÕÇÁÑ | Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t) �Ï



9.3.ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. 153ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊs ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = 1=s ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k = R, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÓËÌÅÊËÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ Ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 9⋄3), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÎÁ ËÁÒÔÙ ÓÕÔØ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÈ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.
N

S

t = 1/s

s = 1/t

p
1

U1

U0

N

Ss = 1/t

t = 1/s

p

1

1

i

i

U0

U1òÉÓ. 9⋄3. P1(R) ≃ S1. òÉÓ. 9⋄4. P1(C) ≃ S2.�ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÉ k = C × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ A1 = C �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ s ↔ t = 1=s ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÆÅÒÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁ1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÛÉ ËÁÒÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, Á ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÅ ÓÆÅÒÙ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁÒÔÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ��ÏÌÀÓÁ� ÓÆÅÒÙ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9⋄4: ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ×Ù-ÂÒÁÎÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9⋄4, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÂÕÄÕÔÉÍÅÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ É | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÉÓ. 9⋄3 | ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁË ÎÁ �ÒÑÍÕÀ, Ë ËÏÔÏ-ÒÏÊ �ÄÏÂÁ×ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ� ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑÍÉ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÒÉÎÑÔÙÍÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÎÉ-ÍÁÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t, ÔÏ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÀ t Ë ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ s = 1=t Ë ÎÕÌÀ; �ÒÉ st 6= 0 ×ÅÌÉÞÉÎÙ t És = 1=t Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ p = (s : 1) = (1 : t) ∈ P1É ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �ÒÉ t → ∞ Ë ÔÏÞËÅ (0 : 1) ∈ P1, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ×ÉÄÎÁ ×ËÁÒÔÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ËÁÒÔÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÁ ËÁË ÎÁÄ R, ÔÁË ÉÎÁÄ C).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4∗. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RP2É RP3 | ÜÔÏ ÌÅÎÔÁ í£ÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ÄÉÓËÏÍ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ1 É ÇÒÕ��Á SO(R3)ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÌÅÎÔÙ í£ÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÒÕÇÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ



154 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏðÒÉÍÅÒ 9.2ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Pn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ U� =Ux� , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ × An+1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ {x� = 1}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � = 0; 1; : : : ; n ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U� ÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍt(�)i = xi|U� = xix� Ó 0 6 i 6 n ; i 6= � :ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n+ 1) ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ËÏ�ÉÊ U0; U1; : : : ; Un ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An �Ï ÉÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍ ×ÎÕÔÒÉ Pn. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ Pn �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U�∩U�ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x� É x� ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ×0. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U� É U� ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁ£ÔÓÑ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ t(�)� 6= 0 É t(�)� 6= 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ t(�) ∈ U�ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ t(�) ∈ U� , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ t(�)� = 1=t(�)� É t(�)i = t(�)i =t(�)�ÄÌÑ i 6= �; �. ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t(�) Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t(�).9.4. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ × (n+1)-ÍÅÒ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x0; x1; : : : ; xn, ÔÏËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ∈ k[x0; x1; : : : ; xn℄ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀf̃ : A(V ) - k ;ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÞËÅ p = (p0; p1; : : : ; pn) ÒÁ×ÎÏ f(p1; p2; : : : ; pn). æÕÎË�ÉÉ' : A(V ) - k ;�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(V ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄÁÌÇÅ-ÂÒÕ1 × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ A(V ) - k, �ÒÉÞ£Í ÜÔÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ × V , ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ A(V )ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × k �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁ É ×ÓÅÇÄÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ×ÉÄÅ ' = f̃ (Ó ÒÁÚÎÙÍÉ f ∈ k[x1; x2; : : : ; xn℄), Á ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �Ï-ÌÅÍ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ', Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f̃ = g̃ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f = g.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f̃ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(V )ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V (f) = {p ∈ A(V ) | f(p) = 0} É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ deg f . ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ1Ô. Å. �ÏÄËÏÌØ�Ï É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï



9.4. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. 155ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.îÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(V ) ÎÉËÁËÏÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁÄÁ£Ô ÎÉËÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÕÌÅÊV (f) def= { v ∈ V | f(v) = 0 }Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × P(V ), �ÏÓËÏÌØËÕf(v) = 0 ⇐⇒ f(�v) = �d f(v) = 0éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ V (f) ⊂ A(V ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊËÏÎÕÓ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÍÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÔÏÞÅËV (f) ⊂ P(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅ-�ÅÎÉ deg f . ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅ-ÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(U) ⊂ P(V ) , ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ U ⊂ V | ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÁÑ (a; b) ⊂ Pn, ËÏÔÏÒÁÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× a; b ∈ V É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ �a + �b, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ �(x) = 0, ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ann (a) ∩ Ann (b) ⊂ V ∗ (ÉÌÉÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ × ÜÔÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ïÔÎÏÛÅÎÉÅ (� : �) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ �a+ �b ∈ (a; b) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (a; b).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U� ⊂ Pn É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K ⊂ Pn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏK ∩U� = ∅, ÌÉÂÏ K ∩U� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × U� .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×K;L ⊂ Pn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dim(K∩L) > dimK+dimL−n (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÎÁ P2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ).ðÒÉÍÅÒ 9.3 (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ)ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ �ÌÏÓËÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ P2 = P(R3)ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20 + x21 = x22 (9-1)÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ Ux0 , ÇÄÅ x0 = 1 , × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈt1 = x1|Ux0 = x1=x0t2 = x2|Ux0 = x2=x0



156 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (9-1) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ t22−t21 = 1. ÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ

òÉÓ. 9⋄5. áÆÆÉÎÎÙÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÉËÉ.

ËÁÒÔÅ Ux2 , ÇÄÅ x2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉt0 = x0|Ux2 = x0=x2t1 = x1|Ux2 = x1=x2ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ:t20 + t21 = 1 :÷ ËÁÒÔÅ Ux0+x2 , ÇÄÅ x0+x2 = 1 , × ÌÏËÁÌØ-ÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈt = x1|Ux0+x2 = x0x0 + x2u = (x2 − x0)|Ux0+x2 = x2 − x0x0 + x2ÍÙ, �ÅÒÅÎÏÓÑ × (9-1) x21 ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÉÄÅÌÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x2 − x0)2, �ÏÌÕÞÁÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÙ t2 = u.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÜÌÌÉ�Ó, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ É �ÁÒÁÂÏÌÁ ÓÕÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (9-1) × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ. ÷ÉÄ C × ËÁÒÔÅU ⊂ P2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ: ÜÌÌÉ�Ó, �ÁÒÁÂÏÌÁ É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C, ËÁÓÁÅÔÓÑ C É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑÓ C × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 9⋄5).9.4.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉS = V (f) ⊂ A
nÜÔÏ ÔÁËÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØS = V (f) ⊂ PnÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É S, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊU0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó S. åÓÌÉ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ÚÁÄÁÀÝÉÊ S ÉÍÅÅÔ×ÉÄf(x1; x2; : : : ; xn) = f0+f1(x1; x2; : : : ; xn)+f2(x1; x2; : : : ; xn)+ · · · +fd(x1; x2; : : : ; xn)ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ fi ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ i, ÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ S ÚÁÄÁ£ÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍf(x0; x1; : : : ; xn) = f0 · xd0 + f1(x1; x2; : : : ; xn) · xd−10 + · · · + fd(x1; x2; : : : ; xn) ;



9.5.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. 157ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ f ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØx0, ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÓÅÇÏ ÍÏÎÏÍÁ ÄÏ d, É �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × f �ÒÉ x0 = 1.äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ SrS = S∩U (∞)0 ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1 : x2 : · · · :xn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ x0 = 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ fd(x1; x2; : : : ; xn) =0 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S | ÜÔÏ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÕÌÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ S . ÷ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÈ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S .îÁ�ÒÉÍÅÒ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ x1 = x32Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ x20x1 = x32 ; ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (0 : 1 : 0) É × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U1 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË �ÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÁÑ�ÁÒÁÂÏÌÁ x20 = x32 Ó ÏÓÔÒÉ£Í × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.9.5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚSdV ∗ ⊂ k[x1; x2; : : : ; xn℄ :ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ, ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á P(SdV ∗) , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊÓÔÅ�ÅÎÉ d × P(V ) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ d-ÔÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ × Pn.ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(p) = 0 �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p ∈ P(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁ f ∈ SdV ∗, ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÓÑËÁÑ ÇÉ-�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉV (f1); V (f2); : : : ; V (fm) ;ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁ�1f1 + �2f2 + · · · + �mfm = 0 ;ÇÄÅ �1; �2; : : : ; �m ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅV (f1) ∩ V (f2) ∩ : : : ∩ V (fm) :ðÏ ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÁËÖÅÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÕÞËÁÍÉ É Ó×ÑÚËÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ ×



158 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-ÓÔØÀ, ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ!) ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.ðÒÉÍÅÒ 9.4 (ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁ P1 É ËÒÉ×ÁÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ)æÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ≃ k2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x0; x1É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ P1 = P(U). ÷ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏÞÅË p1; p2; : : : ; pd ∈ P1 = P(U) (ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉf(x0; x1) = d∏�=1 det(x; p�) = d∏�=1(p�;1x0 − p�;0x1) ; ÇÄÅ p� = (p�;0 : p�;1) : (9-2)ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÚÁÄÁÀ-ÝÉÍÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÔÏÞÅË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ A1, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÉp� ∈ P1 ËÏÒÎÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x0; x1 . ÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (9-2) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÒÎÑÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Õ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ
P1, Á ÅÓÌÉ �ÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÔÁËÏ×ÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔ-ÎÏÓÔÅÊ1, ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ d . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ
k ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ d-ÔÏÞÅÞÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÎÁ P1 ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pd = P(SdU∗), ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó(d+ 1)-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ dÏÔ x0; x1 .ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ d ÔÏÞÅË ÓÌÉ�ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ (ÎÁÄÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ!) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ Cd ⊂ Pd = P(SdU∗), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÒÉ×ÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÉÌÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ d-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.üÔÁ ËÒÉ×ÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ

P
×1 = P (U∗) vd

- Pd = P
(SdU∗

) ; (9-3)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ' ∈ U∗ (ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ p ∈ P(U)) ×Å£ d-À ÓÔÅ�ÅÎØ 'd ∈ Sd(U∗) (ÚÁÄÁÀÝÕÀ d-ËÒÁÔÎÕÀ ÔÏÞËÕ p). åÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÆÏÒÍÙ ' ∈ U∗ É f ∈ Sd(U∗) × ×ÉÄÅ'(x) = �0x0 + �1x1 É f(x) = ∑� a� · (d�) xd−�0 x�1É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (�0 : �1) É (a0 : a1 : : : : : ad) × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P
×1 = P(U∗) É ÎÁ Pd = P(SdU∗) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,1�ÏÄ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ p �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(t; p), ÎÁËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ f



9.6.äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É �ÒÏÅË�ÉÉ. 159ËÒÉ×ÁÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ(�0 : �1) 7−→ (a0 : a1 : : : : : ad) = (�d0 : �d−10 �1 : �d−20 �21 : · · · : �d1) : (9-4)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Cd ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË (a0 : a1 : : : : : ad) ∈ Pd, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ rk (a0 a1 a2 : : : ad−2 ad−1a1 a2 a3 : : : ad−1 ad ) = 1 ;É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ |ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ × ÎÕÌØ ×ÓÅÈ 2× 2-ÍÉÎÏÒÏ× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉ×ÁÑ C2 ⊂ P2 ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ×ÓÅÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁÍÉa0x20 + 2a1x0x1 + a2x21, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ. ïÎÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍD=4 = −det(a0 a1a1 a2) = a21 − a0a2 = 0 (9-5)É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ:a0 = �20 ; a1 = �0�1 ; a2 = �21 : (9-6)ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ (9-4) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ ∑A�a� = 0, ÓÏÓÔÏÉÔ ËÏÒÎÅÊ (�0 : �1) ∈ P1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ∑A� · �d−�0 ��1 ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ËÁËÏ×ÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ 2 6 m 6 dÎÉËÁËÉÅ m+1 ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ Cd ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ (m−1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ Cd Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ d ÔÏÞÅË | ÉÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÓËÁÚÁÌÉ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÒÉ×ÏÊ Cd ÒÁ×ÎÁ d.9.6. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É �ÒÏÅË�ÉÉ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K = P(U) É L = P(W ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn = P(V ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ K ∩ L = ∅ É dimK + dimL = n− 1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅÄ×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × P3 ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ. îÁ ÑÚÙËÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á U;W ⊂ V ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ: U ∩ V = {0}, ÉdimU + dimW = dimK + 1 + dimL+ 1 = (n+ 1) = dimV ;ÏÔËÕÄÁ V = U ⊕ W . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ v = u + w Ó u ∈ U É w ∈W , �ÒÉÞ£Í ÏÂÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ v ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × U , ÎÉ × W . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p 6∈ K ⊔ L ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` = (q; r),�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× K;L. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË q É r, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÔÁËÕÀ �ÒÑÍÕÀ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÙ u, w ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÕ p, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ



160 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïv, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ p ÏËÁÚÁÌÓÑ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× u ∈ U É w ∈ W , ÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ u É wÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï U É W .äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× K;L ⊂ Pn Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ L Ó �ÅÎÔÒÏÍ × K�KL : (Pn \K) - L ;ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ L É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Pn \ (K ⊔L)× ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó L ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ,, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p É �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÅÊ É K É L. ÷ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ V = U⊕W ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÈ (x0 : x1 : : : : : xn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (x0 : x1 : : : : : xm) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×K, Á (xm+1 : xm+2 : : : : : xn) | × L, �ÒÏÅË�ÉÑ �KL �ÒÏÓÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔ �ÅÒ×ÙÅ (m+1)ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x� Ó 0 6 � 6 m.ðÒÉÍÅÒ 9.5 (�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ �pL : C - L ËÏÎÉËÉ C, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20+ x21 =x22 ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (�ÒÉÍ. 9.3), ÎÁ �ÒÑÍÕÀ L, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0 = 0 , ÉÚ ÔÏÞËÉp = (1 : 0 : 1) ∈ C .÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U2, ÇÄÅ x2 = 1, ÏÎÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9⋄6.
q(t′)

t′

q(t′′)

t′′

p = (1 : 0 : 0)(0 : 0 : 1)

x0

x1

L
C

ℓt′

ℓt′′òÉÓ. 9⋄6. ðÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ.

�ÁËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ L É C: ËÁÖÄÁÑ�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÁÑ `t = (pt), ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ1, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔC ÅÝ£ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ q = q(t), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p, É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙq = (q0 : q1 : q2) É t = (0 : t1 : t2) ÜÔÉÈ ÔÏÞÅËÓÕÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ:(t1 : t2) = ( q1 : (q2 − q0) )(q0 : q1 : q2) = ( (t21 − t22) : 2 t1t2 : (t21 + t22) )(9-7)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙÉ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ,ËÏÇÄÁ (t1 : t2) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Z×Z, ÄÁÅÔ �ÏÌÎÙÊÓ�ÉÓÏË �ÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÅË2 (q0 : q1 : q2).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ C �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ËÏ-ÎÉËÕ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ a21 = a0a2 ÉÚ (9-5) ÏÂÒÁÔÉÍÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ




a0 = x2 + x0a1 = x1a2 = x2 − x0 



x0 = (a0 − a2)=2x1 = a1x0 = (a0 + a2)=21ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0 = x2, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ` × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ t = (0 :1 : 0) É ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ p = q(∞)2Ô. Å. �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ q20 + q21 = q22



9.7.ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. 161É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ (9-6) ËÒÉ×ÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ �ÒÉ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÄÉÎÁÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ × �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ (9-7).9.7. ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ÷ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : U ∼
- W ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅË�ÉÀF : P(U) ∼

- P(W ), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅÍ ÉÌÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P2 Ä×Å �ÒÑÍÙÅ `1, `2 É ÔÏÞËÕ p 6∈ `1 ∪ `2. õÂÅ-ÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÉÚ p ÚÁÄÁ£Ô �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 
p : `1 ∼
- `2.ìÅÍÍÁ 9.1äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ (n+ 2) ÔÏÞÅË

{p0; p1; : : : ; pn+1} ∈ P(U) ; {q0; q1; : : : ; qn+1} ∈ P(W ) ;× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : U ∼
- W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (pi) = qi �ÒÉ ×ÓÅÈ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ui É wi, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÔÏÞËÉ pi É qi, É ×ÏÚØÍ£Í {u0; u1; : : : ; un} É {w0; w1; : : : ; wn} × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÏ×× U É W . ï�ÅÒÁÔÏÒ F : U - W ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ pi× ÔÏÞËÕ qi, ËÏÇÄÁ F (ui) = �iwi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �i ∈ k . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pn �ÅÒÅ×ÏÄÉÌÉÓØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ F × ÔÏÞËÉq0; q1; : : : ; qn, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉÂÁÚÉÓÁÈ ÉÍÅÌ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ-ÍÉ �0; �1; : : : ; �n �Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉun+1 = x0u0 + x1u1 + · · · + xnun×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ xi ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n + 1ÔÏÞËÁ1 ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÜÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÎÕÌØ. åÓÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒ wn+1 =y0w0 + y1w1 + · · · + ynwn É ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (un+1) = �n+1wn+1 × ×ÉÄÅÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �0; �1; : : : ; �n+1ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ yi = �n+1�ixi (�ÒÉ ×ÓÅÈ 0 6 i 6 n), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (�0; �1; : : : ; �n) =�−1n+1 · (y1=x1; y2=x2; : : : ; yn=xn). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ �−1n+1 6= 0 . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.1ä×Å ÍÁÔÒÉ�Ù ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. �1Á ÉÍÅÎÎÏ, pn+1 É ×ÓÅ pi Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÚÁÎÕÌÉ×ÛÅÊÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ×ÅËÔÏÒÁ un+1



162 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï9.7.1. ìÉÎÅÊÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á. óÏÇÌÁÓÎÏ (ÌÅÍ. 9.1) ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Å �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GL(V ) �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ H =
{� · Id | � 6= 0} ⊂ GL(V ). üÔÁ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PGL(V ) = GL(V )=HÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. åÓÌÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉ-ÓÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕ��Õ GL(V ) Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�GLn+1, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á PGL(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔÓÑ Ó ÇÒÕ��ÏÊ PGLn+1 ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.9.8. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ. çÒÕ��Á PGL2(k) ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� A = (a b
 d) Ó ad − b
 6= 0. ïÎÁÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ P1 �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(x0 : x1) A

7−→ ( (ax0 + bx1) : (
x0 + dx1) ) :÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0 ≃ A1 Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x1=x0,ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑt 7−→ dt+ 
bt + aåÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ q, r, s × ∞, 0, 1 ÔÁËÏ×Ï:t 7−→ t− rt− q ·
s− rs− q (9-8)9.8.1. ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ.ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9-8) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊ-ÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ1 ÔÏÞÅË q, r, s, t É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [q; r; s; t℄. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �Ï�ÁÒÎÙÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ:[p1; p2; p3; p4℄ = (p1 − p3) (p2 − p4)(p1 − p4) (p2 − p3) = det(p1; p3) · det(p2; p4)det(p1; p4) · det(p2; p3) : (9-9)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÏÍÅ ∞, 0 É 1 É ÞÔÏ Ä×Å Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÈ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÔÏÞÅË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ × ÄÒÕÇÕÀ ÄÒÏÂÎÏÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÑÍÏÊ, ËÏÇÄÁ ÉÈ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÍÙÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9-9) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ (ÓÏÄÅÒÖÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË)ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ1�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ 
ross-ratio



9.8.äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ. 163ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÎÅÊ (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ËÁÒÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ, Ô. Å.ÚÎÁÞÅÎÉÑ p1, p2, p3, p4 ËÏÎÅÞÎÙ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.÷ÙÑÓÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÔÏÞÅË.éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9-9) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á ëÌÅÊÎÁ1 D2 ⊂ S4, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ �ÁÒ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:[p1; p2; p3; p4℄ = [p2; p1; p4; p3℄ = [p3; p4; p2; p1℄ = [p4; p3; p2; p1℄ (9-10)ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË S4 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ä×ÏÊÎÏÇÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ�-�Ù S4=D2 = S3 = D3 , ËÏÔÏÒÁÑ ËÒÏÍÅ ËÌÁÓÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÝ£ ÔÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ËÌÁÓÓÙ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ (1; 2), (1; 3) É (1; 4)) É Ä×Á�Ï×ÏÒÏÔÁ (ËÌÁÓÓÙ �ÉËÌÏ× (1; 2; 3) É (1; 3; 2)). åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ä×ÏÊÎÙÈÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (9-10) ÞÅÒÅÚ #, ÉÚ (9-9) �ÏÌÕÞÁÅÍ[p1; p2; p3; p4℄ = [p2; p1; p4; p3℄ = [p3; p4; p2; p1℄ = [p4; p3; p2; p1℄ =#[p2; p1; p3; p4℄ = [p1; p2; p4; p3℄ = [p3; p4; p1; p2℄ = [p4; p3; p1; p2℄ =1=#[p3; p2; p1; p4℄ = [p2; p3; p4; p1℄ = [p1; p4; p2; p3℄ = [p4; p1; p2; p3℄ =#=(#− 1)[p4; p2; p3; p1℄ = [p2; p4; p1; p3℄ = [p3; p1; p2; p4℄ = [p1; p3; p2; p4℄ =1− #[p2; p3; p1; p4℄ = [p3; p2; p4; p1℄ = [p1; p4; p3; p2℄ = [p4; p1; p3; p2℄ =(#− 1)=#[p3; p1; p2; p4℄ = [p1; p3; p4; p2℄ = [p2; p4; p1; p3℄ = [p4; p2; p1; p3℄ =1=(1− #) : (9-11)
õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ.éÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ # = −1; 2; 1=2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÈ (1; 2), (1; 3) É (1; 4) É �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ Ä×Á Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ #, ÒÁ×ÎÙÅ Ä×ÕÍËÏÒÎÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ2 x2 − x+1 = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÈ É �ÅÒÅ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÈ. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ #ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÛÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.9.8.2. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË þÅÔ×£ÒËÁ ÔÏÞÅË {a; b; 
; d} ∈ P1 ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ[a; b; 
; d℄ = −1 :1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S4 Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ËÕ-ÂÁ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ 4 ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S4 -- S3,ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ ÎÁ ÔÒ£È ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ; ÑÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁD2, ÉÌÉ ÇÒÕ��Á ëÌÅÊÎÁ,ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÔÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ2Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ −1 ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ ËÏÒÎÑÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù × �ÏÌÅ k



164 §9.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË (a; b) É (
; d)ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ ÔÏÞÅË × ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÁÒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ Ä×ÏÊ-ÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÉÌÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÎÅ�ÁÒ ÍÅÓÔÁÍÉ | ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÉÚ (9-11) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀÄÒÕÇÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÁÒÁÈ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÒÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ aÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÁ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ [
; d℄.ðÒÉÍÅÒ 9.6 (ÞÅÔÙÒ£È×ÅÛÉÎÎÉË)ó ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÏÊ ÔÏÞÅË a; b; 
; d ∈ P2, ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅ-
a

b

c

d

x

y

z

x′

x′′

òÉÓ. 9⋄7. þÅÔÙÒ£È×ÅÛÉÎ-ÎÉË.

ÁÒÎÙ, Ó×ÑÚÁÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÉÚ ÔÒ£È �ÁÒ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÁÒÙ ÄÁÎÎÙÈÔÏÞÅË (ÓÍ. ÒÉÓ. 9⋄7) É ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÞÅ-ÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ ab
d. ðÕÓÔØ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ x = (ab) ∩ (
d) , y = (a
) ∩ (bd) ,z = (ab) ∩ (
d) . �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÔÒ£È �ÕÞËÏ×�ÒÑÍÙÈ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ x, y, z �ÁÒÁ ÓÔÏÒÏÎÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë�ÁÒÅ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ xyz. þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÜÔÏ, ÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ �ÕÞÏË �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÑÍÏÊ (ad) ÉÌÉ ÔÏÞËÁÍÉ�ÒÑÍÏÊ (b
) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ (xy) �ÅÒÅÓÅËÁ-ÅÔ �ÒÑÍÙÅ (ad) É (b
) �Ï ÔÁËÉÍ ÔÏÞËÁÍ x′, x′′, ÞÔÏ[a; d; z; x′℄ = [b; 
; z; x′′℄ = −1 . ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÉÚ x É ÉÚ y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ (ad) É (b
),ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ä×ÏÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË:[a; d; z; x′℄ = [b; 
; z; x′′℄ = [d; a; z; x′℄ :ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÍÅÎÑÌÏÓØ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ −1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ �ÓÔÏÒÏÎ1� ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎ-ÎÉËÁ ab
d, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÌÅÖÁÝÉÍÎÁ ÎÅÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ xyz, Á ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ xyz �ÁÒÁ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ �ÁÒÅ ÔÏÞÅË�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÔÅÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÒÅÔØÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.1Ô. Å. �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ �ÁÒÕ ×ÅÒÛÉÎ



9.8.äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ. 165ìÅÍÍÁ 9.2åÓÌÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' : P1 r {ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï} ∼
- P1 r {ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï} ;ËÏÔÏÒÏÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ t 7→ '(t) = g(t)=h(t) ; ÇÄÅ g; h ∈ k[t℄ ; (9-12)ÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÀ �ÒÑÍÕÀ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x0 : x1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ t = x0=x1,ÆÏÒÍÕÌÁ (9-12), ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ', ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÁ1 × ×ÉÄÅ' : (x0 : x1) 7→ (F (x0; x1) : G(x0; x1)) ;ÇÄÅ F É G ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ (x0; x1)ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d = degF = degG. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ (x0; x1) ÞÅÒÅÚ Pd. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ # =(#0 : #1) ∈ P1 ÉÍÅÅÔ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ' ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ �ÒÏÏÂÒÁÚ, ÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ #1 · F (x0; x1) − #0 · G(x0; x1) ÉÍÅÅÔ ÎÁ P1 ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØx = '−1(#), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ d-ËÒÁÔÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ #1F (x) − #0G(x) ÌÅÖÉÔ× ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ Cd ⊂ Pd ÉÚ �ÒÉÍ. 9.4 ÎÁ ÓÔÒ. 158. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÅ k ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ×ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, ËÒÉ×ÁÑCd É �ÒÑÍÁÑ (F;G) ⊂ Pd ÉÍÅÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. îÏ ×(�ÒÉÍ. 9.4) ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ d > 2 ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ Cd ÎÅ ÌÅÖÁÔÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ d = 1 É ' ∈ PGL2(k). �

1×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ


