
§2. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á2.1. âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ�ÏÌÅÍ k. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ, ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙw1; w2; : : : ; wm, ÅÓÌÉ v = �1w1 + �2w2 + · · · + �mwmÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �i ∈ k . ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× wi ∈ V Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �i ∈ k.îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w1; w2; : : : ; wm ∈ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈V ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏ-ÒÙ w1; w2; : : : ; wm. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ �Ï-ÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.ðÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; en ∈ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ×Ù-ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áx1e1 + x2e2 + · · · + xnen = y1e1 + y2e2 + · · · + ynen×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ xi = yi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ xi ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ v = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen×ÅËÔÏÒÁ v ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ e� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ v ×ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en.îÉÖÅ, × ÓÌ. 2.1, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ×ÅËÔÏÒÏ×. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dimV .ðÒÉÍÅÒ 2.1 (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï kn)ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï kn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k2. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÅËÔÏÒÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn Ñ×ÌÑÀÔÓÑÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ(x1; x2; : : : ; xn) ; xi ∈ k(ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÂÕÍÁÇÉ ÍÙ �ÉÛÅÍ ÉÈ × ÓÔÒÏÞËÕ, ÎÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÔØ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂ�Ï×). óÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ(x1; x2; : : : ; xn) + (y1; y2; : : : ; yn) def= (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn)� · (x1; x2; : : : ; xn) def= (�x1; �x2; : : : ; �xn) :÷ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en Ó 1 ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÕÌÑÍÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈei = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ; (2-1)27



28 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒv = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ knÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ:v = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen : (2-2)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimkn = n . âÁÚÉÓ (2-1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn.ðÒÉÍÅÒ 2.2 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�)ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�Matm×n(k), ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÁ-ÂÌÉ�Ù ÉÚ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ k, Á ÓÌÏÖÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ: ÅÓÌÉ ÍÁ-ÔÒÉ�Á A = (aij) ÉÍÅÅÔ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÜÌÅÍÅÎÔ aij, Á ÍÁÔÒÉ�ÁB = (bij) | ÜÌÅÍÅÎÔ bij, ÔÏ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �A + �B Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ �; � ∈ k, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÜÌÅÍÅÎÔ�aij + �bij. îÁ�ÒÉÍÅÒ,2 · (1 0 −12 −1 3 )

− 3 · (−1 1 03 0 5) = (5 −3 −25 −2 −9) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï kn ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Mat1×n(k) (ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ) ÉÌÉ ËÁË�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Matn×1(k) (ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á).íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Eij ÍÁÔÒÉ�Õ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉi-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ÎÕÌÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ. íÁÔÒÉ�Ù EijÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ (ÉÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Á-ÍÉ) É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ�, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁA = (aij) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ:A = ∑ij aijEij :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dimMatm×n(k) = mn .2.1.1. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. ÷ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vm × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
∑�ivi = 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ �i = 0. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �1v1 + �2v2 + · · · + �mvm = 0 ; (2-3)× ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vm ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.



2.1.âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 29ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÎÅ£ Ó ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ×ÅËÔÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÓÌÉ �m 6= 0, ÔÏ vm = − �1�m v1 − �2�m v2 − · · · − �m−1�m vm−1 :îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ vm = �1v1 + �2v2 + · · · + �m−1vm−1ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ�1v1 + �2v2 + · · · + �m−1vm−1 − vm = 0 :ìÅÍÍÁ 2.1îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× {e�}, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ∑�iei = 0 É ÎÅ ×ÓÅ �i ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v =
∑ xiei ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ v = ∑(xi + �i)ei ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ ei. îÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ v = ∑ xiei = ∑ yiei | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÁ, ÔÏ �ÅÒÅÎÏÓÑ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ × ÓÅÒÅÄÉÎÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ
∑(xi − yi)vi = 0. �ìÅÍÍÁ 2.2 (ÌÅÍÍÁ Ï ÚÁÍÅÎÅ)åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ w1; w2; : : : ; wm �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V , Á ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; uk ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ m > k É ×ÅËÔÏÒÙ wi ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒu1; u2; : : : ; uk; wk+1; wk+2; : : : ; wm(�ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒ×ÙÈ k ×ÅËÔÏÒÏ× wi ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ui) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �Ï-ÒÏÖÄÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u1 = x1w1+x2w2+ · · ·+xmwm. ðÏÓËÏÌØËÕ u1 6= 0 (ÉÎÁÞÅ×ÅËÔÏÒÙ ui ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ!), ÓÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× xi ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÏÊ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ wi ÔÁË, ÞÔÏÂÙ x1 6= 0. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ w1 ÌÉÎÅÊÎÏ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ u1 É w2; : : : ; wm �Ï ÆÏÒÍÕÌÅw1 = 1x1 u1 − x2x1 w2 − · · · − xmx1 wm :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒÙ u1; w2; w3; : : : ; wm �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V .äÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ i × �ÒÅÄÅÌÁÈ 1 6 i < k×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; ui; wi+1; wi+2; : : : ; wm �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V . �ÏÇÄÁui+1 = y1u1 + y2u2 + · · · + yiui + xi+1wi+1 + xi+2wi+2 + · · · + xmwm : (2-4)ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ u� ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ×ÅËÔÏÒ ui+1 ÎÅÌØÚÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁ-ÚÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; ui, É ÚÎÁÞÉÔ, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (2-4) ×ÈÏÄÉÔ Ó



30 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×ÅËÔÏÒÏ× wj. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, m > i É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ wj ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × xi+1 6= 0 .�Å�ÅÒØ, ËÁË É ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÕ, ×ÅËÔÏÒ wi+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙu1; u2; : : : ; ui+1 ; wi+2; wi+3; : : : ; wm ;É, ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ V , ÞÔÏ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÅ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ËÏÇÄÁ × Î£Í ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ ÓËÏÌØÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÏ×.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ)÷ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÌÀÂÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁ-ÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ, Á ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v1; v2; : : : ; vm.ðÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙËÉÄÙ×ÁÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÅÍ. 2.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ, ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á×ÅËÔÏÒÏ×.äÏÂÁ×ÌÑÑ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ××ÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ, �Ï×ÔÏÒÉ× ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÎÅÂÏÌÅÅ m ÒÁÚ, ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍÕ ×Ó£�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ô. Å. �ÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2÷ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ×ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n×ÅËÔÏÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÑËÉÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ V , Á ×ÅËÔÏÒÙv1; v2; : : : ; vnÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÅ (ÌÅÍ. 2.2) �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ eiÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ vi ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ v1; v2; : : : ; vn ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÉÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÎ | ÂÁÚÉÓ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ×ÅËÔÏÒÙ w1; w2; : : : ; wn �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V . �ÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÁÚÉÓÅ × Î£Í ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØÒÏ×ÎÏ n ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô. Å. ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÏÍ w1; w2; : : : ; wn. �



2.1.âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 31óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3÷ÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ kn. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÅÖÄÕ V É kn ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÂÁÚÉÓÏ× × V .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : kn ∼
- V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏÏÂÒÁÚÙ vi = F (ei) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ei ∈ kn ÉÚ (2-1) ÏÂÒÁÚÕÀÔÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ v1; v2; : : : ; vn �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : kn - V , ÚÁÄÁÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍF( (x1; x2; : : : ; xn) ) = x1v1 + x2v2 + · · · + xnvnÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ!), Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ, É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (2-1) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn × ÂÁÚÉÓ vi �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . �ðÒÉÍÅÒ 2.3 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ)ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï kX ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ X f

- kÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ:[f1 + f2℄(x) = f1(x) + f2(x) ; [�f ℄(x) = � · f(x) :åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×X = {1; 2; : : : ; n} ;�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ X - k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ kn :ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÂÏÒ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ X(f1; f2; : : : ; fn) = (f(1); f(2); : : : ; f(n))ÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F = f−1 : kn ∼
- kX �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ei ∈ kn × Æ-ÆÕÎË�ÉÀ Æi : X - k :Æi(j) = {1 �ÒÉ j = i0 �ÒÉ j 6= iðÒÉÍÅÒ 2.4 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×)åÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å k �ÏÌÅ F2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×1 0, 1 É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Z ⊂ X ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Z : X - F2 , �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ×ÓÀÄÕ ÎÁ Z ÉÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ×ÓÀÄÕ ÎÁ X r Z, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × X. üÔÁ ÂÉ-ÅË�ÉÑ ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ X - F2.1× ËÏÔÏÒÏÍ 0 + 1 = 1 · 1 = 1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÙÅ (×ËÌÀÞÁÑ1 + 1 = 0)



32 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁðÒÉÍÅÒ 2.5 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×)íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 
 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÎÁÄ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ k[x℄. óÞ£ÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒÍÏÎÏÍÏ× 1, x, x2, : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
k[x℄, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ËÏ-ÎÅÞÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ×, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ × k[x℄ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ k[x℄6n. ðÅÒ×ÙÅ n + 1 ÍÏÎÏÍÏ× 1; x; x2; : : : ; xnÏÂÒÁÚÕÀÔ × k[x℄6n ÂÁÚÉÓ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f0; f1; : : : ; fn ∈ k[x℄, ×ËÏÔÏÒÏÍ deg fm = m É ËÁÖÄÙÊ fm = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am ÉÍÅÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a0 , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× k[[x℄℄ ÓÞ£ÔÎÙÊ ÎÁ-ÂÏÒ ÍÏÎÏÍÏ× 1, x, x2, : : : ÂÁÚÉÓÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊÍÏÎÏÍÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × k[[x℄℄ ÎÅÔ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.ðÒÉÍÅÒ 2.6 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ)ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U F
- WÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ U É W ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁF +G : v 7−→ F (v) +G(v) É �F : v 7−→ � · F (v) :üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hom(U;W ) (ÉÌÉ Homk(U;W ), ÅÓÌÉ ×ÁÖÎÏ�ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á).åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ×ÙÂÉÒÁÑ × ÎÉÈ ÂÁÚÉÓÙu1; u2; : : : ; un ∈ U É w1; w2; : : : ; wm ∈ W ;ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F : U - W ÍÁ-ÔÒÉ�Õ Fwu = (fij) ⊂ Matm×n ;× j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ F (uj) �ÏÂÁÚÉÓÕ w1; w2; : : : ; wm ∈W : F (uj) = m

∑i=1 wi · fij ∈ W (2-5)



2.1.âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 33ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÔÒÉ�ÁFwu = (F (u1); F (u2); : : : ; F (un)) = 









f11 f12 : : : f1nf21 f22 : : : f2n... ... ... ...fm1 fm2 : : : fmn










(2-6)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ÂÁÚÉÓÁÈu = (u1; u2; : : : ; un) É w = (w1; w2; : : : ; wm) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù (× ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ)ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ × ×ÙÂÒÁÎ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅHomk(U;W ) F 7→Fwu
- Matm×n(k) (2-7)(�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏ× u É w).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÏ× u1; u2; : : : ; un ∈ U É w1; w2; : : : ; wm ∈ W ÌÉÎÅÊÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, dimHom(U;W ) = dimU · dimW .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÁÔÒÉ�Á Fwu = (fij) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , �Ï-ÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ F ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v = ∑ujxjÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U :F (v) = F(

n
∑j=1 ujxj) = n

∑j=1 F (uj) · xj = n
∑j=1 m

∑i=1 wifijxj : (2-8)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-7) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù (fij) ∈ Matm×n(k) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅF : U - WÆÏÒÍÕÌÏÊ (2-8).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÌÉ-ÎÅÊÎÏ, Á ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á × ÂÁÚÉÓÁÈ u É w ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (fij) .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-7) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. �



34 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á2.2. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V .ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏ-ÒÏ× M ⊂ V , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑspan(M) = ⋂M⊂U⊂V U : (2-9)üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅM . éÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ M .2.2.1. óÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÁË �ÒÁ×É-ÌÏ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ ax2 É ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÙ ×ÉÄÁ bx ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×, ÎÏ ÓÕÍÍÁ x2 + x ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÍ.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ∪� U� ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U� ⊂ VÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∑U� . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,U1 + U2 = {u1 + u2 | u1 ∈ U1 ; u2 ∈ U2}U1 + U2 + U3 = {u1 + u2 + u3 | u1 ∈ U1 ; u2 ∈ U2 ; u3 ∈ U3} É Ô. Ä.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U1; U2 ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ: U1 ∩U2 = 0. óÕÍÍÁ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U1 ⊕ U2 . �ÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁU1; U2 ⊂ V , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ U1 ⊕ U2 = V , ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U1; U2 ⊂ V ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀ-ÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ U1 + U2 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ w = u1 + u2
 u1 ∈ U1 É u2 ∈ U2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ U1 ∩ U2 ∋ u 6= 0, ÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0 ∈ U1 + U2 ÉÍÅÅÔËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ w = u1 + u2 
 u1 ∈ U1 É u2 ∈ U2 : ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ u1 = u2 = 0, Á ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ u1 = u, u2 = −u . åÓÌÉ ÖÅ U1 ∩ U2 = 0, ÔÏÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á u′1 + u′2 = u′′1 + u′′2, × ËÏÔÏÒÏÍ u′1; u′′1 ∈ U1 É u′2; u′′2 ∈ U2, ÓÌÅÄÕÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï u′1 − u′′1 = u′′2 − u′2, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ × U1, Á �ÒÁ×ÁÑ | ×U2. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒ u′1 − u′′1 = u′′2 − u′2 ÌÅÖÉÔ × U1 ∩ U2 = 0 É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÒÁ×ÅÎÎÕÌÀ, Ô. Å. u′1 = u′′1 É u′2 = u′′2 . �



2.2.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 352.2.2. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÂÏÒÏ× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U2; : : : ; Un ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑU1⊕U2⊕ · · · ⊕Un , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ U1+U2+ · · ·+Un ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ w = u1 + u2 ++ · · · + un Ó ui ∈ Ui .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ {ei} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ei.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ui ÂÙÌÁ�ÒÑÍÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ui ÂÙÌÏÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U2; : : : ; Um ⊂ V Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×u1; u2; : : : ; um, × ËÏÔÏÒÏÍ ui ∈ Ui, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ.2.2.3. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÁÚÉÓÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×Ï ×Ó£Í�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÏÔËÕÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ×ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É dimU 6 dimV .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2äÌÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÅÊ 
odimU def= dimV − dimUÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U × V .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1, U2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V dim(U1) + dim(U2) = dim(U1 ∩ U2) + dim(U1 + U2) .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk × U1 ∩U2 É ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v1; v2; : : : ; vr É w1; w2; : : : ; ws ÄÏ ÂÁÚÉÓÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈU1 É U2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙu1; u2; : : : ; uk; v1; v2; : : : ; vr; w1; w2; : : : ; wsÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U1+U2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÅÇÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ. äÏ�ÕÓÔÉÍ,ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× u1; : : : ; uk; v1; : : : ; vr Éu1; : : : ; uk; w1; : : : ; ws × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ, × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ�1u1+�2u2+ · · · +�kuk+�1v1+�2v2+ · · · +�rvr+ �1w1+ �2w2+ · · · + �sws = 0�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ vi, ÔÁË É ×ÅËÔÏÒÙ wj. ðÅÒÅÎÏÓÑ × ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ ×ÓÅ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; uk; v1; v2; : : : ; vr, Á × ÄÒÕÇÕÀ | ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ w1; w2; : : : ; ws,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ U1 É ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ U2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ U1∩U2. îÏ ÔÏÇÄÁ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �Ï ÂÁÚÉÓÁÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1 É U2 ÎÅÔ ×ÅËÔÏÒÏ× vi É wj | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �



36 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1, U2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dim(U1∩U2) > dim(U1)+dim(U2)−dim(V ). ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, U1 ∩ U2 6= 0 �ÒÉ dim(U1) + dim(U2) > dimV .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dim(U1+U2) 6 dimV É �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌ. 2.3. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5�ÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U1, U2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁdim(U1) + dim(U2) = dim(V ) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ U1 ∩ U2 = 0, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ dim(U1 + U2) = dimV , ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÍÕ, ÞÔÏ U1 + U2 = V . �2.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÏ ×ÓÑËÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : V - WÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ Ä×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï imF ⊂ W , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ F É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËimF def= F (V ) = {w ∈ W | ∃ v ∈ V : F (v) = w} ;É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï kerF ⊂ V , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ F É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËkerF = F−1(0) = {v ∈ V | F (v) = 0}õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á kerF É imF ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ.ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ v1; v2 ∈ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F ×ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×ÅËÔÏÒ w = F (v1) = F (v2) ∈ imF , ËÏÇÄÁ v1 − v2 ∈ kerF . ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ FF (v1) = F (v2) ⇐⇒ F (v1 − v2) = 0 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w ∈ imF Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kerF , Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ v + kerF ,ÇÄÅ v | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑ × w.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÑÄÒÏ |ÎÕÌÅ×ÏÅ. �



2.4.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 37õÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V - W ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏdimkerF + dim imF = dimV : (2-10)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk × kerF É ÄÏ�ÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ-ÍÉ e1; e2; : : : ; em ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅË-ÔÏÒÙ F (e1); F (e2); : : : ; F (em) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × imF . ïÎÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÂÒÁÚ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v = ∑ yiui +∑ xjej ÉÍÅÅÍF (v) = ∑ yiF (ui) +∑ xjF (ej) = ∑ xjF (ej) :ïÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 = ∑�iF (ei) = F (∑�iei)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∑�iei ∈ kerF Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× ui, ÞÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ �i = 0. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.6óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V - V ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V× ÓÅÂÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:(1) F ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (2) kerF = 0 (3) imF = V .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Á (2) É (3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �Ï �ÒÅÄÌ. 2.5, ÁÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (1) �Ï �ÒÅÄÌ. 2.4. �2.4. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : V - k ÉÚ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k × ÓÁÍÏ ÜÔÏ �ÏÌÅ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁËÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÏÍ (Á ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÉÌÉ ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .ëÏ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑV ∗ def= Homk(V;k)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ) Ë V �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ðÒÉÍÅÒ 2.7 (ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ)ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É V = kX | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ k, ËÁË × �ÒÉÍ. 2.3 ÎÁ ÓÔÒ. 31. ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ p ∈ XÓ×ÑÚÁÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ1evp : kX f 7→f(p)
- k ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f : X - k × Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ p ∈ X.1ÏÔ �evaluation at p�



38 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ evp ÌÉÎÅÊÎÏ, É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evp, ÇÄÅ p �ÒÏÂÅÇÁÅÔ X, ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X.ðÒÉÍÅÒ 2.8 (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ)ëÁÖÄÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {ei} �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÏ× e∗i ∈ V ∗. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ e∗i ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅËÔÏÒÕ v = ∑ xiei ∈ V ÚÎÁÞÅÎÉÅi-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ:e∗i (x1e1 + x2e2 + · · · + xnen) = xi :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ e∗i ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ej ÓÕÔØe∗i (ej) = { 1 �ÒÉ j = i0 �ÒÉ j 6= i (2-11)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ e∗i : V - k ÌÉÎÅÊÎÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙ × V ∗. åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dimV = dimV ∗ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ × V ∗ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ�1e∗1 + �2e∗2 + · · · + �Ne∗N = 0 :÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ ei , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �i = 0. é ÔÁË ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ' ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÉÎÅÊ-ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ e∗i . üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙe1; e2; : : : ; en ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × V , ÔÏ ' = '(e1) e∗1 + '(e2) e∗2 + · · · + '(en) e∗n. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '(ei) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ ei �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV , Á ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ Ó×ÏÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, É ×ÏÏÂÝÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v ∈ V . �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3âÁÚÉÓÙ (e1; e2; : : : ; en) ∈ V É (e∗1; e∗2; : : : ; e∗n) ∈ V ∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉÂÁÚÉÓÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É V ∗.2.4.1. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ≃ V ∗∗. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V É V ∗ ÉÇÒÁÀÔ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅÒÏÌÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗evv : V ∗ '7→'(v)
- k



2.4.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 39�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ × ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ'(v) ∈ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ v, ÔÁË É ÏÔ ' , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÕ v ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evv ÚÁÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅev : V v 7→evv
- V ∗∗ (2-12)ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V (ÂÁÚÉÓÁ, ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É Ô. �.)ÉÌÉ, ËÁË ÅÝ£ ÇÏ×ÏÒÑÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-12) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓe1; e2; : : : ; en �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗∗, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕe∗1; e∗2; : : : ; e∗n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗.éÚ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-12) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É V ∗∗. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � : V ∗ - k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v ∈ V , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÆÏÒÍÏÊ �, Á ÌÀ-ÂÏÊ ÂÁÚÉÓ '1; '2; : : : ; 'n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÏÒÍe∗i ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e1; e2; : : : ; en ∈ V (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë'1; '2; : : : ; 'n ÂÁÚÉÓÁ × V ∗∗ = V ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ dimV = n É ÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn ∈ V É ÆÏÒÍ'1; '2; : : : ; 'n ∈ V ∗ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ 'i(vi) = 1 É 'i(vj) = 0 �ÒÉ i = j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉÂ) ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ vi Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 'i(v).ðÒÉÍÅÒ 2.9 (ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ)úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ m + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a0; a1; : : : ; an ∈ k É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ'i = evai : k[x℄6n f 7→f(ai)

- k ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈ a0; a1; : : : ; an ∈ k . íÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ fi(x) = ∏� 6=i(x− a�)ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ m É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ a� ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ ai, Á ÅÇÏÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ ai ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙvi(x) = 1fi(ai) · fi(x)É ÆÏÒÍÙ 'i ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ Õ�Ò. 2.12 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÁÚÉÓÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ g(x) ∈ k[x℄6n �Ï ÂÁÚÉÓÕ v0; v1; : : : ; vm ÉÍÅÅÔ ×ÉÄg(x) = m
∑i=0 g(ai) · vi(x) = m

∑i=0 ∏� (x− a�)
∏� (ai − a�) · g(ai) (2-13)



40 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ �, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ i). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊg0; g1; : : : ; gm ∈ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m,ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g(ai) = gi ∀ i. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2-13). æÏÒ-ÍÕÌÁ (2-13) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ.ðÒÉÍÅÒ 2.10 (ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ)ðÕÓÔØ �ÏÌÅ k ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6nÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙÆ(0)a ; Æ(1)a ; : : : ; Æ(n)a ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÔÏÞËÅ a ∈ k :f(a); f ′(a); : : : ; f (n)(a) :íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (x− a)k=k! (ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; n) É ÆÏÒÍÙ Æ(i)a ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ Õ�Ò. 2.12 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÁÚÉÓÁÍÉ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ∈ k[x℄6n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍg(x) = g(a) ·1+g′(a) ·(x−a)+g′′(a) ·(x−a)2=2+ · · · +g(n)(a) ·(x−a)n=n! : (2-14)üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÜÊÌÏÒÁ2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g × ÔÏÞËÅ a.2.5. úÁÄÁÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. ñÄÒÏ ker � ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � : V - k ÞÁÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÀÔ Ann � = ker � = {v ∈ V | �(v) = 0}ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÏÌÅÍ k, ÉÚ�ÒÅÄÌ. 2.5 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 × V . �ÁËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ (×ÅË-ÔÏÒÎÙÍÉ) ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÊËÏÒÅÎØ a ∈ k, ÏÂÒÁÚÕÅÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
k[x℄6n ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1 õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ dimAnn (�) = dimV − 1, ÎÅÔÒÕÄÎÏ É ÂÅÚ�ÒÅÄÌ. 2.5. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ � 6= 0, × V ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ v, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �(v) 6= 0ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k · v ⊂ V ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� �ÏÌÑ k ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ,ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 0 É 1, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ Q2ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÜÊÌÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ



2.5. úÁÄÁÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ 41�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÏÍ V . üÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ËAnn (�), É Ann (�)⊕ k · v = V , Ô. Ë. ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ V �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅw = u+ �(w)�(v) · v ; ÇÄÅ u = w − �(w)�(v) · v ∈ Ann (�) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ u ∈ Ann (�) .2.5.1. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ M ⊂ V ∗ �ÏÌÏÖÉÍAnn (M) = {v ∈ V | �(v) = 0 ∀ �∈M } ⊂ V :éÎÁÞÅM ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ�(x) = 0 ; ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ M ⊂ V ∗,ÎÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ x ∈ V , É ÔÏÇÄÁ Ann (M) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.âÕÄÕÞÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, Ann (M) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V .ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× N ⊂ V �ÏÌÏÖÉÍAnn (N) = {' ∈ V | '(v) = 0 ∀ v∈N } ⊂ V ∗éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ann (N) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ �(x) = 0, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N , Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ N ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.14. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× N ⊂ VÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V ∗ É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V dimU + dimAnnU = dimV .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk ∈ U É ÄÏ�ÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉw1; w2; : : : ; wm ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ × V (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimV = k+m). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚu∗1; u∗2; : : : ; u∗k; w∗1; w∗2; : : : ; w∗m ∈ V ∗Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. �ÏÇÄÁ w∗1; w∗2; : : : ; w∗m ∈ AnnU , �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏv = ∑ xiui ∈ U



42 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÉÍÅÅÍ: w∗�(v) = w∗�(∑xiui) = ∑ xi · w∗�(ui) = 0 . åÓÌÉ ËÏ×ÅËÔÏÒ' = ∑ yiu∗i +∑ zjw∗j ∈ Ann (U) ;ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ yi = '(ui) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ w∗1; w∗2; : : : ; w∗m ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÔ Ann (U). �ÁË ËÁË ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × Ann (U)ÂÁÚÉÓ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, dimAnn (U) = m = dimV − dimU . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.7äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V AnnAnn (U) = U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. U ⊂ AnnAnn (U) É �Ï �ÒÅÄÌ. 2.7 dimAnnAnnU = dimU . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.8äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ∗ ÔÏÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁdimU + dimAnnU = dimV É AnnAnn (U) = U :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÎÅÇÏ,×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å V Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅ-ÓËÉÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ V ∗∗ Ó V . �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2 îÁ ÑÚÙËÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÆÁËÔÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ,ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m × V ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊÉÚ m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅ-ÎÉÊ ×ÓÑËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× N ⊂ VAnnAnnN = spanN :�ÅÏÒÅÍÁ 2.1óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ U ←→ Ann (U) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á-ÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É V ∗. üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ ÏÂÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ:U ⊂ W ⇐⇒ AnnU ⊃ AnnWÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | × ÓÕÍÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S (V ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï AnnAnn (U) = U ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å:
S (V ) U→AnnU

-

� AnnW←W S (V ∗)



2.6.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 43ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. äÁÌÅÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏU ⊂ W ⇒ AnnU ⊃ AnnW :åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U É W �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á AnnW É AnnU ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉU = AnnAnnU É W = AnnAnnW , ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀAnnU ⊃ AnnW ⇒ U ⊂ W :äÁÌÅÅ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
⋂� Ann (U�) = Ann (

∑� U�) (2-15)×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U� , ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, Á ÆÏÒÍÁ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁAnn (

⋂� W�) = ∑� Ann (W�)×ÏÚØÍ£Í × (2-15) × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á AnnW� , Á ÚÁÔÅÍ,× �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ×ÏÚØÍ£Í ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. �2.6. áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ1 �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , ÅÓÌÉ Ó ËÁÖÄÏÍÕ v ∈ VÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÁ (ÉÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ) �v : A - A ,ÔÁË ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á:1) �0 = IdA ; 2) ∀ v; w ∈ V �u◦�w = �u+w (2-16)3) ∀ p; q ∈ A ∃ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ v ∈ V : �v(p) = q (2-17)òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimV ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ (2-16) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒÅÎÏÓÙ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v ∈ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁA. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÓÄ×ÉÇÁ �v ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÄ×ÉÇ �−v ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −v.�ÒÅÔØÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2-17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ q ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÌÀ-ÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÄ×ÉÇÁ �v. úÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÓÄ×ÉÇ×ÅËÔÏÒ v ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ −→pq. ðÒÏÄÕËÔÉ×ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ ÓÅÂÅ ËÁË ÓÔÒÅÌ-ËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ p ∈ A É ËÏÎ�ÏÍ × ÔÏÞËÅ q ∈ A. éÚ (2-16) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
−→pp = 0 É −→pq +−→qr = −→pr ∀ p; q; r ∈ A :1ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÊ ËÁÌØËÏÊ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ aÆne (ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ)



44 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.16. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ −→pq = −−→qp É ÞÔÏ −→pq = −→rs ⇐⇒ −→ps = −→qr.ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ �v ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ�ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÏÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË p ∈ A, É ÍÙ ÞÁÓÔÏÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ p+ v ×ÍÅÓÔÏ �v(p).ðÒÉÍÅÒ 2.11íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1 �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ k[x℄6(m−1)×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m− 1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.17. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ m.2.6.1. áÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÑ É ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ. éÚ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A(V ), ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ËÏÎ�Ù ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒÏ×� v ∈ V , ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔ �ÎÁÞÁÌØÎÏÊ� ÔÏÞËÉ0, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ. çÏ×ÏÒÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
A(V ), �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �Å-ÒÅÎÏÓ �w : V - V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ v × v + w.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ p × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A ÎÁÄ V , ÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ q ∈ A ×ÅËÔÏÒÁ
−→pq ∈ V ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2-17), ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ A É ×ÅËÔÏ-ÒÁÍÉ ÉÚ V . üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁA Ó ÎÁÞÁÌÏÍ (ÉÌÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ) × ÔÏÞËÅ p ∈ A.îÁÂÏÒ p; e1; e2; : : : ; en, ÇÄÅ p ∈ A, Á e1; e2; : : : ; en | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ ×V , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÌÉ ÒÅ�ÅÒÏÍ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅA. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ −→pq �Ï ÂÁÚÉÓÕ e1; e2; : : : ; en ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅ�ÅÒÁ p; e1; e2; : : : ; en.2.6.2. áÆÆÉÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÔÏÞÅÞ-ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V . äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ AÉ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË�(p; U) = p+ U = {q = p+ u ∈ A | u �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á �(p; U), Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimU ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �(p; U).ðÒÉÍÅÒ 2.12 (�ÒÑÍÙÅ É �ÌÏÓËÏÓÔÉ)áÆÆÉÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á p + U , ÇÄÅ dimU = 1; 2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ É�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ çí� ×ÉÄÁ p+ vt ;



2.6.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 45ÇÄÅ p | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, v | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, Á t �ÒÏÂÅÇÁÅÔ k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÅÓÔØ çí� ×ÉÄÁp+ �u+ �w ;ÇÄÅ p | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, u;w | �ÁÒÁ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Á �; �ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÒÏÂÅÇÁÀÔ k.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �(p; U) É �(q; U) Ó ÏÄÎÉÍ ÉÔÅÍ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U ⊂ V ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) −→pq ∈ U 2) �(p; U) = �(q; U)3) �(p; U) ∩ �(q; U) 6= ∅ 4) p ∈ �(q; U) 5) q ∈ �(p; U) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ (2). åÓÌÉ −→pq ∈ U , ÔÏ ÌÀÂÁÑÔÏÞËÁ ×ÉÄÁ q + u Ó u ∈ U ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ p+ w Ó w = −→pq + u ∈ U ,É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÉÄÁ p+ w Ó w ∈ U ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ p+ uÓ u = w −−→pq ∈ U . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �(p; U) = �(q; U).åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (2), ÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ (3), (4), (5), Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÊ (4) ÉÌÉ (5) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ (1).ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ r = p + u′ = q + u′′ ∈ �(p; U) ∩ �(q; U), ÇÄÅ u′ = −→pr É u′′ = −→qrÌÅÖÁÔ × U . �ÏÇÄÁ É −→pq = −→pr +−→rq = u′ − u′′ ∈ U . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ k+1 ÔÏÞÅË p0; p1; : : : ; pk ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁA ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pk ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å2) ×ÅËÔÏÒÙ −→p0p1;−→p0p2; : : : ;−→p0pk ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ3) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pk �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (1) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (2). ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ k×ÅËÔÏÒÏ× −→p0p1;−→p0p2; : : : ;−→p0pk ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÉÍÅÅÔÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k − 1, ÞÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × V ÎÁÊÄ£ÔÓÑ(k−1)-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→p0pi. ðÏ�ÒÅÄÌ. 2.8 �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïp0 + U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ pi.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (2) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (3). ìÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ k ×ÅËÔÏÒÏ×
−→p0p1;−→p0p2; : : : ;−→p0pk



46 §2.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ k-ÍÅÒÎÁ, É ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÂÁÚÉÓ × ÌÀÂÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÉÈ k-ÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ⊂ V . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï �ÒÅÄÌ. 2.8 �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á p0 + U ÞÅÒÅÚ ×ÓÅÔÏÞËÉ pi ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→p0pi ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × U . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.10åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅ-ÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �(x) = 0, ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ V ∗, ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�(p; U) = p+ U ⊂ A(V )ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ�(x) = �(p) ;ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ V ∗.îÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ�(x) = 
�ÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ A(V ) (ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊂ V ∗, Á 
� ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÌÉÂÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ, ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÅ£ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ p + U , ÇÄÅU = AnnM ⊂ V , Á p | ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (Ô. Å. ÔÁËÁÑÔÏÞËÁ, ÞÔÏ �(p) = 
� ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈M).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ � : V - k ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�(q) = �(p) É �(−→pq) = 0ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. �2.6.3. âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n + 1 ÔÏÞÅË p0; p1; : : : ; pn , ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÍÅÓÔÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ×(n+1)-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An+1 É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × An+1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-ÎÙÊ ÒÅ�ÅÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÅ q 6∈ An É ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉe0 = −→qp0 ; e1 = −→qp1 ; e2 = −→qp2 ; : : : ; en = −→qpn :÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x0; x1; : : : ; xn) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÒÅ�ÅÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx0 + x1 + x2 + · · · + xn = 1 ;



2.6.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 47É ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ An ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
−→qa = x0−→qp0 + x1−→qp1 + · · · + xn−→qpn : (2-18)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ An ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÉÄÅ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉa = x1p1 + x2p2 + · · · + xnpn (2-19)ÔÏÞÅË p0; p1; : : : ; pn Ó ×ÅÓÁÍÉ x0; x1; : : : ; xn Ó ÓÕÍÍÏÊ ∑ xi = 1.÷ n◦ 1.4.1 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (2-18) É (2-19) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ q. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ x0; x1; : : : ; xn �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (2-19) ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ a ∈ An ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁp0; p1; : : : ; pn :îÉÖÅ, × �ÒÉÍ. 3.4, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉa ÞÅÒÅÚ ÏÂß£ÍÙ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÅ n-ËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ ÎÁÂÏÒÁa0 = −→ap0 ; a1 = −→ap1 ; a2 = −→ap2 ; : : : ; an = −→apn ;ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ n◦ 1.4.3. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏxi = ! (−→ap0; : : : ; −→api−1; −→api+1; : : : ; −→apn)! (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) ;ÇÄÅ !(v1; v2; : : : ; vn) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂß£Í ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É-�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vn.


