
§1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ1.1. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ k, ÜÌÅÍÅÎÔÙËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÄÁÌÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V (ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÄÁÌÅÅ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ1) Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÍ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2 ∈ V ÉÈ ÓÕÍÍÕ v1 + v2 ∈ V , É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V É ÌÀÂÏÍÕ ÞÉÓÌÕ� ∈ k ×ÅËÔÏÒ � · v ∈ V , ÔÁË ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:1) Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×:Á) a+ b = b+ a ∀ a; b ∈ V (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄1),Â) a+ (b+ 
) = (a+ b) + 
 ∀ a; b; 
 ∈ V (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄2),×) ∃ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0 ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a+ 0 = a ∀ a ∈ V ,Ç) ∀ a ∈ V ∃ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −a ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a+(−a) = 0;
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còÉÓ. 1⋄1. ðÒÁ×ÉÌÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. òÉÓ. 1⋄2. ðÒÁ×ÉÌÏ 4-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.2) Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ:Á) �(�a) = (��)a ∀ ×ÅËÔÏÒÁ a ∈ V É ∀ ÞÉÓÅÌ �; � ∈ k ,Â) (�+ �)a = �a+ �a ∀ ×ÅËÔÏÒÁ a ∈ V É ∀ ÞÉÓÅÌ �; � ∈ k ,×) �(a+ b) = �a+ �b ∀ ×ÅËÔÏÒÏ× a; b ∈ V É ∀ ÞÉÓÌÁ � ∈ k ,Ç) 1 · a = a ∀ ×ÅËÔÏÒÁ a ∈ V .ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ∈ U × U ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÉ �u+ �w (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �; � ∈ k) ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × U .ðÒÉÍÅÒ 1.1.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÜÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ 0, ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ ÉÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ � · 0 = 0 ∀�∈k .1×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÄÕËÔÉ×ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ ÓÄ×ÉÇ7



8 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØðÒÉÍÅÒ 1.2.óÁÍÏ �ÏÌÅ k, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁÓÕÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔÓÑ × �ÏÌÅ k, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ k. îÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÁËÓÉÏÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÁËÓÉÏÍ,ËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × �ÏÌÅ (ÜÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÂÕÄÕÔ �Ï-ÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ × ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ).ðÒÉÍÅÒ 1.3.ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÉÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ k
2 . ÷ÅËÔÏÒÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

k
2 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂ�Ù ÞÉÓÅÌ v = (v1v2), v1; v2 ∈ k . óÌÏÖÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ: ÅÓÌÉa = (a1a2), É b = (b1b2), ÔÏ� · a+ � · b def= (�a1 + �b1�a2 + �b2) ∀ �; � ∈ k :ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ k

2 ÂÕÄÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÂßÅË-ÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 1.1÷ ËÁÖÄÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0 ∈ V ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. äÌÑÌÀÂÏÇÏ a ∈ V ×ÅËÔÏÒ −a, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ a, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ �Ï a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 0 · a = 0 É (−1) · a = −a(× ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× 0 É −1 ÓÕÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÚ k, Á × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÓÔÏÑÔ×ÅËÔÏÒÙ | ÎÕÌÅ×ÏÊ É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ Ë a).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× 01; 02 ∈ V ÁËÓÉÏÍÅ 1(×)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 01 = 01 + 02 = 02 :åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ b É 
 ÏÂÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ Ë a, ÔÏ b = b + 0 = b + (a + 
) =(b+a)+
 = 0+
 = 
 . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 ·a = 0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ
−a, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë a, Ë ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áa+ 0 · a = 1 · a+ 0 · a = (1 + 0) · a = 1 · a = a :�. Ë. a + (−1) · a = 1 · a + (−1) · a = (1 − 1) · a = 0 · a = 0 , ×ÅËÔÏÒ (−1) · a�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÅÎ Ë a . �



1.2.ðÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 9ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V - W ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅË-ÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å.F (�a+ �b) = �F (a) + �F (b) ∀ a; b ∈ V É ∀ �; � ∈ k :÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ 1.1. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : k - k'(x) = a · x+ bËÏÔÏÒÏÅ × ÛËÏÌÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ�, × ÓÍÙÓÌÅ Ï�Ò. 1.1ÌÉÎÅÊÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ b = 0. åÓÌÉ ÖÅ b 6= 0, ÔÏ'(�x) 6= �'(x) É '(x+ y) 6= '(x) + '(y) ;É ' ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÕ-ÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ | × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ:F (0) = 0 É ∀ v F (−v) = −F (v) :1.2. ðÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ÷ÅËÔÏÒÙ a É b �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ), ÅÓÌÉ x · a = y · b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ x; y ∈ k, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, Á �ÒÏ�ÏÒ-�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a = �b É b = �−1a ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ � ∈ k.÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k
2 ÉÚ �ÒÉÍ. 1.3. �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× a = (a1a2) É b = (b1b2)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �ÅÒÅËÒ£ÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ: a1b2 = a2b1. ÷ÅÌÉÞÉÎÁdet(a; b) def= a1b2 − a2b1



10 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b ÉÚ k
2. ïÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:det(a; b) = 0 ⇐⇒ a É b �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ (1-1)det(a; b) = −det(b; a) ∀ a; b ∈ k

2 (1-2)det(�a; b) = �det(a; b) = det(a; �b) ∀ a; b ∈ k
2 É ∀ � ∈ k (1-3)det(a1 + a2; b) = det(a1; b) + det(a2; b)det(a; b1 + b2) = det(a; b1) + det(a; b2) ∀ a; a1; a2; b; b1; b2 ∈ k

2 (1-4)ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-3) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ-ÓÔØÀ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-4) | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØÀ. ÷ÍÅÓÔÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ É ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÉÎÅÅÎ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. éÚÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ä×ÕÍ Ó×ÏÉÍ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÁÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a1; a2; b1; b2 ∈ k
2 É ÞÉÓÅÌ�1; �2; �1; �2 ∈ k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË1det (�1a1 + �2a2 ; �1b1 + �2b2 ) == �1�1det(a1; b1) + �1�2det(a1; b2) + �2�1det(a2; b1) + �2�2det(a2; b2) : (1-5)ìÅÍÍÁ 1.2÷ÓÑËÁÑ �ÁÒÁ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a; b ∈ k

2 ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ k
2 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅv = x · a+ y · b Ó x; y ∈ k : (1-6)ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ x, y ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁx = det(v; b)=det(a; b)y = det(a; v)=det(a; b) ; (1-7)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ det(a; a) = det(b; b) = 0, ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ(1-6) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏdet(a; v) = det(a; x · a+ y · b) = x · det(a; a) + y · det(a; b) = y · det(a; b)det(v; b) = det(x · a+ y · b; b) = x · det(a; b) + y · det(b; b) = x · det(a; b)ÏÔËÕÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ x É y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ (1-7). þÔÏÂÙ ÕÂÅ-ÄÉÔØÓÑ, × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïv = det(v; b)det(a; b) · a+ det(a; v)det(a; b) · b1× ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØÀ, Á × ÛËÏÌÅ| ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÍÚÁËÏÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ



1.3.ðÌÏÝÁÄØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ 11ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v , ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØv − det(v; b)det(a; b) · a�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ b, �ÏÓËÏÌØËÕdet( v − det(v; b)det(a; b) · a ; b) = det(v; b)− det(v; b)det(a; b) · det(a; b) = 0 :îÏ ÔÏÇÄÁ v = det(v; b)det(a; b) · a+ � · bÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ k , É �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ � = det(a; v)=det(a; b) . �1.2.1. âÁÚÉÓÙ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ÷ÓÑËÁÑ �ÁÒÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (u1; u2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k
2, É ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ x1, x2 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ v = u1 · x1 + u2 · x2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ k

2 ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ u1, u2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ v ×ÂÁÚÉÓÅ (u1; u2) . âÁÚÉÓ (e1; e2), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×e1 = (10) ; e2 = (01) ;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k
2. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ×ÅËÔÏÒÁ v = (v1v2) × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ v1 É v2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ v ÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ (u1; u2) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x1x2), Á×ÅËÔÏÒÙ (u1; u2), × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u1 = (�11�21) É u2 = (�12�22)× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (w1; w2). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÂÁÚÉÓÅ(w1; w2).1.3. ðÌÏÝÁÄØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ

b

aòÉÓ. 1⋄3. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.
s : k

2 × k
2

- k ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× a; b ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k
2 (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k) ÞÉÓÌÏ s(a; b) ∈ k , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏ-ÝÁÄØÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏ-ÎÁÍÉ a É b, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b É ÌÀÂÙÈÞÉÓÅÌ �; � ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á:s(a; b + �a) = s(a; b) = s(a+ �b; b) (1-8)s(�a; b) = �s(a; b) = s(a; �b) : (1-9)



12 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØðÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-8) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ
a

b

λa

b
+

λ
aòÉÓ. 1⋄4. ðÌÏÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ÅÇÏ �ÚÁ×ÁÌÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÂÏË� �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊÏÔÒÅÚÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÏËÁ, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ É �ÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÄÒÕÇÏÇÏ(ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄4).÷ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-9) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ×� ÒÁÚ �ÌÏÝÁÄØ ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ × � ÒÁÚ. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÍÅÎÑÅÔÚÎÁË �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×:s(−a; b) = −s(a; b) = s(a;−b) :÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÇÄÅ k = R) ÏÂÙÞÎÏ �ÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏ-ÝÁÄØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÂÏÌÅÅ ÉÚÙÓËÁÎÎÏÍÕ, ÞÅÍ (1-9), ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õs(�a; b) = s(a; �b) = |�| · s(a; b) :ïÔËÁÚÁ×ÛÉÓØ ÏÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ Õ�ÒÁÚÄÎÉÌÉ ÍÏÄÕÌØ1, ÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÒÏÍÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �ÌÏÝÁÄÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.
b

a

b

−aòÉÓ. 1⋄5. óÍÅÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ.äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k = R Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× (a; b) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÅÍ, ×ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ�ÅÒ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ. �Å �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁ-ËÏÊ �Ï×ÏÒÏÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, Á ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ.òÁ×ÅÎÓÔ×Ï s(−a; b) = −s(a; b) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÍÅ-ÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ (ÓÍ.ÒÉÓ. 1⋄5).1ÞÔÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÄÅÌÁÅÔ ÉÈ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ



1.3.ðÌÏÝÁÄØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ 13ìÅÍÍÁ 1.3÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÌÏÝÁÄÉ s ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k
2 (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�ÏÌÅÍ k) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ É ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ:s(a; b + 
) = s(a; b) + s(a; 
) ∀ a; b; 
 ∈ k
2 : (1-10)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÀÔ �ÒÑÍÏ ÉÚ (1-8) É (1-9):s(a; b) = s(a; a+ b) = s(a− (a+ b); a + b) = s(−b; a + b) = −s(b; a + b) = −s(a; b)s(a; �a) = s(a; 0 + �a) = s(a; 0) = s(a; 0 · 0) = 0 · s(a; 0) = 0äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ a �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎÉ ×ÅËÔÏÒÕ b É ×ÅËÔÏÒÕ 
, ÔÏ ÏÎ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ É ×ÅËÔÏÒÕ b + 
, É ÚÎÁÞÉÔ ×ÓÅÔÒÉ �ÌÏÝÁÄÉ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (1-10) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ×ÅËÔÏÒ aÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× b, 
, ÓËÁÖÅÍ, b, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ a Éb ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ, É 
 = �a + �b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �; � ∈ k. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁËs(a; b + 
) = s(a; b + �a+ �b) = s(a; (1 + �)b) = (1 + �)s(a; b)s(a; b) + s(a; 
) = s(a; b) + s(a; �a+ �b) = s(a; b) + s(a; �b) == s(a; b) + �s(a; b) = (1 + �)s(a; b) ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ��ÅÏÒÅÍÁ 1.1ðÌÏÝÁÄØ ÎÁ k

2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÕ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ s(a; b) = 
 · det(a; b) , ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
 = s(e1; e2) ∈ k |ÜÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ s(a; b) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏ-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ (1-5), ÞÔÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ: ∀ a1; a2; b1; b2 ∈ k
2 É ∀ �1; �2; �1; �2 ∈ ks (�1a1 + �2a2 ; �1b1 + �2b2 ) == �1�1 · s(a1; b1) + �1�2 · s(a1; b2) + �2�1 · s(a2; b1) + �2�2 · s(a2; b2)ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× a = �1e1 + �2e2 É b = �1e1 + �2e2s(a; b) = s(�1e1 + �2e2; �1e1 + �2e2) == (�1�2 − �2�1)s(e1; e2) = det(a; b) · s(e1; e2) : (1-11)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (1-1){(1-4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏs(a; b) = 
 · det(a; b)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (1-8) É (1-9). �



14 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.1ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ v = ax + by × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (a; b) �ÌÏÓËÏÓÔÉ k
2Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÅÊ1 x = s(v; b)=s(a; b) , y = s(a; v)=s(a; b) .1.4. áÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ A

2 = A
2(k) ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ P = (P1P2) . éÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÅÂÅ ËÁË ËÏÎ�Ù ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v = −→OP ∈ k

2, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔ �ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ� | ÔÏÞËÉ O = (00). ïÄÎÁËÏ, ÔÏÞËÁ O ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÌÕÞÛÅ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ-ÇÏÊ | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ A
2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×� ÏÔÔÏÞËÉ P

k
2 v 7→P+v

- A
2ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k

2 É ÔÏÞËÁ-ÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ A
2 . éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÏÊ ÔÏÞÅËP;Q ∈ A

2 Ó×ÑÚÁÎ ×ÅËÔÏÒ −→PQ = Q − P , É �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ P ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ
A
2 Q 7→

−−→PQ
- k

2 ;ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ A
2 É ×ÅËÔÏÒÁÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k

2.ìÅÍÍÁ 1.4äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË Q1; Q2; : : : ; Qm ∈ A
2 É ÞÉÓÅÌ �1; �2; : : : ; �m ∈ k Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÓÕÍÍÏÊ m∑i=1�i = � 6= 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ M ∈ A

2, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ�1−−→MQ1 + �2−−→MQ2 + · · · + �m−−→MQm = 0 : (1-12)äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ A
2 ÔÏÞËÕ M ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØËÁË M = P + m∑i=1 �i� ·

−→PQi : (1-13)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË M;P ∈ A
2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

∑�i · −→PQi = ∑�i · (−−→PM +−−→MQi) = � ·
−−→PM +∑�i · −−→MQi :ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1-12) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1-13). �1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ �ÌÏÝÁÄÉ



1.4.áÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ 151.4.1. âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÔÏÞÅË. �ÏÞËÁ M ÉÚ ÌÅÍ. 1.4 ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÉÌÉ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÏÍ ÔÏÞÅË Qi Ó ×ÅÓÁÍÉ �i . üÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ�ÒÉÛ£Ì ÉÚ ÍÅÈÁÎÉËÉ.ðÕÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ R
2 ÇÏÒÉÚÏÎ-

Q1

Q2

Q3
Q4

Q5

µ1

µ2

µ3

µ4

µ5

M

òÉÓ. 1⋄6. íÏÍÅÎÔÙ ÓÉÌ.
ÔÁÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÔÒ£ÈÍÅÒ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, É Ë ËÁÖÄÏÊÉÚ ÔÏÞÅË Qi × �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍË �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÁ ÓÉÌÁ �i | ×ÎÉÚ, ÅÓÌÉ � > 0,É ××ÅÒÈ, ÅÓÌÉ � < 0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄6).òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1-12) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÓÕÍ-ÍÙ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÉÌ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ M . åÓÌÉ ÏÎÏ ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ, ÂÕÄÕÞÉ ÕÄÅÒÖÁÎÁ ÒÏ×ÎÏ ÚÁ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ M .éÚ ÌÅÍÍÙ ÌÅÍ. 1.4 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË Q1; Q2; : : : ; Qm ÉËÏÎÓÔÁÎÔ �1; �2; : : : ; �m Ó ÓÕÍÍÏÊ ∑�i = 1, ÔÏÞËÁ�1Q1 + �2Q2 + · · · + �mQm def= P + m∑i=1 �i · −→PQi (1-14)ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÎÁÞÁÌØÎÏÊ� ÔÏÞËÉ P . ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÔÏÞÅË Q1; Q2; : : : ; Qm Ó ×ÅÓÁÍÉ �1; �2; : : : ; �m .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3 (ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÓÓ). ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË Qi Ó ×ÅÓÁÍÉ �i ÉÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË Tj Ó ×ÅÓÁÍÉ �j ÉÍÅÀÔ �ÅÎÔÒÙ ÔÑÖÅÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ M É N , �ÒÉÞ£Í ×ÓÅÔÒÉ ÓÕÍÍÙ: ∑�i , ∑ �j É ∑�i +∑ �j ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË1 Qi É Tj ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË M É N ,×ÚÑÔÙÈ Ó ×ÅÓÁÍÉ ∑�i É ∑ �j .éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÓÒÅÄÉ �ÒÏÞÅÇÏ, ÞÔÏ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÜÔÉÈ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË.1.4.2. ëÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ É �ÒÑÍÙÅ. �ÒÉ ÔÏÞËÉ A;B;C ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ A

2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→CA É −−→CB �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙ. õÓÌÏ×ÉÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→CA É −−→CB ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ � ·−→óA+� ·−−→CB = 0. ðÒÉ A 6= B × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �+� 6= 0, É ÏÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÏÍ ÔÏÞÅË A É B, ×ÚÑÔÙÈ Ó ×ÅÓÁÍÉ � É �:ó = ��+ �A+ �� + �B :1�ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ� ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÔÏÞÅË ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÉÈ ×ÅÓÏ×



16 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ C ÄÅÌÉÔ AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ � : �. �ÏÞËÁ,ÄÅÌÑÝÁÑ AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ AB .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË C, ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ Ä×ÕÍ ÄÁÎÎÙÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÔÏÞËÁÍA;B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (A;B).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÑÍÁÑ (A;B) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁC = � · A+ � ·B ; ÇÄÅ �; � ∈ k É � + � = 1 :éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ (A;B) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁC = A+ vt ; (1-15)ÇÄÅ t �ÒÏÂÅÇÁÅÔ k, Á v ∈ k
2 | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ,�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÕ −→AB. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÌÉ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÒÑÍÏÊ (A;B).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1-15) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→AC É v, ÞÔÏ

v

v

x

x +
v ·

t

b
a

B

A

OòÉÓ. 1⋄7. ðÒÑÍÁÑ (A;B) ÓÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍv = b− a.

ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ det(v;−→AC) = 0. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒÙÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ A É �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ C ÞÅÒÅÚ a = −→OA É x = −→OC ,ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ det(v;−→AC) = 0 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁËdet(v; x) = det(v; a) : (1-16)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1 É x2 ×ÅËÔÏÒÁ x ∈ k
2:�1x1 + �2x2 = 
 (1-17)ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (1-16), × ËÏÔÏÒÏÍ v = ( �2

−�1),Á 
 = det(v; a).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1-17), × ËÏÔÏ-ÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (�1; �2) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ × ÎÕÌØ, ÚÁÄÁ£Ô �ÒÑÍÕÀ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÕÀ ËÏÎ�ÁÍÉ×ÅËÔÏÒÏ× x = a + vt, ÇÄÅ a | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1-17), Á t�ÒÏÂÅÇÁÅÔ k. üÔÁ �ÒÑÍÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÁ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ËÏÎ�Ï××ÅËÔÏÒÏ× x, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ v = ( �2
−�1) �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ 
 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄7).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÁ) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ( 2

−3) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ (52)Â) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (
−35 ) É ( 4

−1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ �ÒÑÍÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ



1.4.áÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ 17Á) 3x1 + 5x2 = −1 Â) 2x1 − 3x2 = 5 .óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ1, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÑÍÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉdet(u; x) = 
 É det(w; x) = dÓ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ u É w, ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = 
w − dudet(u;w) :åÓÌÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ: ÓËÁÖÅÍ, w = �u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ � ∈ k, ÔÏ det(w; x) = �det(u; x), É �ÒÉ d 6= �
 �ÒÑÍÙÅ ÂÕÄÕÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ,Á �ÒÉ d = �
 ÓÏ×�ÁÄÕÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÏÂÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ Õ�Ò. 0.1,�ÒÉÞ£Í ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ k = Fq | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A
2(Fq) ÔÏÞÅË, �ÒÑÍÙÈ É �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ? îÁÒÉÓÕÊÔÅ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×

A
2(F5), ÇÄÅ F5 = Z=(5) | �ÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5.1.4.3. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. �ÒÏÊËÁ ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË A;B;C ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-

A

B

C

P
a

b

còÉÓ. 1⋄8. s(a; b) 
+s(b; 
) a+s(
; a) b = 0.
ÓÑ ÔÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÏÍ (ÉÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÏÍ).äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ A

2 ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚa = −→PA ; b = −−→PB ; 
 = −→PC (1-18)ËÏÎ�Ù ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ P × ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄8).åÓÌÉ A;B; P ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ×ÅËÔÏ-ÒÙ a É b ÓÏÓÔÁ×ÑÔ ÂÁÚÉÓ × k
2, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ 
 �Ï ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ �Ï ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÀ ÓÌ. 1.1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 
 = s(
; b)s(a; b) a+ s(a; 
)s(a; b) b :äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÕÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÉ P ∈ (A;B):s(a; b) · 
+ s(b; 
) · a+ s(
; a) · b = 0 : (1-19)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ P ∈ A

2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅËA;B;C ×ÚÑÔÙÈ Ó ×ÅÓÁÍÉ s(PBC) , s(PCA) , s(PAB) , ÇÄÅ s(XY Z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ�ÌÏÝÁÄØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ △ XY Z, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ�ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ:s(XY Z) def= 12 · s(−−→XY ;−−→XZ)1ÓÍ. ÌÅÍ. 1.2 ÎÁ ÓÔÒ. 10



18 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏs(XY Z) = s(Y ZX) = s(ZXY ) = −s(Y XZ) = −s(XZY ) = −s(ZY X) :ðÏÓËÏÌØËÕ s(−→AB;−→AC) = s(b − a; 
 − a) = s(a; b) + s(b; 
) + s(
; a) , ÍÙ ÉÍÅÅÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Á s(ABC) = s(PBC) + s(PCA) + s(PAB) : (1-20)P = s(PBC)s(ABC) A+ s(PCA)s(ABC) B + s(PAB)s(ABC) C : (1-21)ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1-21) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ ABC.�ÅÏÒÅÍÁ 1.2äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË A;B;C ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÅÞÉÓÅÌ (�; �; 
) Ó ÓÕÍÍÏÊ �+�+
 = 1 ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÁ ÔÏÞÅË A;B;C Ó ×ÅÓÁÍÉ �; �; 
 :(�; �; 
) 7−→ P = � · A+ � ·B + 
 · CÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ ÞÉ-ÓÅÌ É ÔÏÞËÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ A
2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÒÉ-�ÅÎÔÒÏÍ ÔÏÞÅË A;B;C Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ, É ÎÁÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ A;B;C ÎÅ ËÏÌ-ÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× a; b; 
 × (1-18) ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. âÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ a É b. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ 
 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
 = x · a + y · b. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï P = � · A + � · B + 
 · C, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � · a + � · b + 
 · 
 = 0. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÎÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 
, �ÏÌÕÞÁÅÍ(� + 
x) · a + (� + 
y) · b = 0. �ÁË ËÁË a É b ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÏÂÁ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ � + 
x = 0 ,� + 
y = 0 , � + � + 
 = 1 , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ �; �; 
 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ. �ðÒÉÍÅÒ 1.4. (�ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)òÁ×ÎÏ×ÅÓÎÙÊ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒ M = 13 (A+B + C)ÔÒ£È ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË A;B;C ∈ A

2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÏ Õ�Ò. 1.3, ÔÏÞËÁ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÚÑÔÏÊ Ó ×ÅÓÏÍ 2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄9).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ É ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚÎÉÈ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ.éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-21) É ÔÅÏÒ. 1.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ M ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ s(MAB) = s(MBC) = s(MCA) .



1.5.å×ËÌÉÄÏ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ 19
A

B

C

2

2

2
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A
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C
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òÉÓ. 1⋄9. ãÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÉÓ. 1⋄10. ë ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8 (�ÅÏÒÅÍÁ þÅ×Ù). ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ BC, AC É AB, ÓÏÅÄÉÎÑ-ÀÝÉÈ ÔÒÉ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞËÉ A, B, C, ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ A1 = �BB + �CC,B1 = �AA + �CC, C1 = 
AA + 
BB. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÉ A, B, C ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ×ÅÓÁ �, �, 
 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË AÉ B ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÔÏÞËÅ C1, �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË B É C | × ÔÏÞËÅ A1, Á �ÅÎÔÒÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË C É A | × ÔÏÞËÅ B1, ËÏÇÄÁ�B�C ·
�C�A ·


A
B = 1 :÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÒ£È �ÒÑ-ÍÙÈ (AA1), (BB1), (CC1) ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄10).1.5. å×ËÌÉÄÏ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝ£Î ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Ô. Å. ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕÇÌÏ×. ÷ÅÌÉÞÉÎÙ ÜÔÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÍÎÏÇÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÏ ÎÉÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ Ó�Å�É-ÆÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÌÑ �ÏÌÑ R �ÏÎÑÔÉÑÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÂÌÉÚÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÀÄÕÄÁÌØÛÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k = R .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2óËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ) ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ V × V - R , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ∈ V ÞÉÓÌÏ (v; w) ∈ R ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×u, w ÉÚ V É ÞÉÓÅÌ �, � ÉÚ R ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á1:(u;w) = (w; u) (1-22)(�1u1 + �2u2; �1w1 + �2w2) ==�1�1(u1; w1) + �1�2(u1; w2) + �2�1(u2; w1) + �2�2(u2; w2) (1-23)(v; v) > 0 ∀ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ v ∈ V (1-24)÷ÅËÔÏÒÙ u;w, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (u; v) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ.1Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-22) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1-23) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ, Á Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï (1-24) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØÀ



20 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØðÒÉÍÅÒ 1.5. (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ R
2)äÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ×

a

b
còÉÓ. 1⋄11. �ÅÏÒÅÍÁðÉÆÁÇÏÒÁ.

u = (x1x2) ; w = (y1y2) ∈ R
2�ÏÌÏÖÉÍ (u;w) def= x1y1 + x2y2 ∈ R : (1-25)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÌÁ-ÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1-22){(1-24).óËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (1-25) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ R

2.1.5.1. äÌÉÎÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
|v| def= √(v; v)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ v. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ a É b �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, Ë×ÁÄÒÁÔÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ 
 = b− a, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÉÈ ËÏÎ�Ù (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄11), ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ:

|
|2 = (
; 
) = (b− a; b− a) = (a; a) + (b; b) = |a|2 + |b|2 :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1÷ ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÌÑ ÌÀ-
a

ab =
(a,b)
(a,a) · a

λa

b
a⊥

b

b−
λa

òÉÓ. 1⋄12. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ.
ÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ b É ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁa ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ab, �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ a, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ b −ab �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ a (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄12). üÔÏÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ a ×ÅËÔÏÒ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ1

|b− ab| = min�∈R

|b− �a| :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× b− �a É a, Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(a; b− �a) = (a; b)− �(a; a) = 0ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ � = (a; b)=(a; a). ðÏÜÔÏÍÕab def= (a; b)(a; a) · a (1-26)1ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞ£Í ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÜÔÏÇÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊÔÏÞËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ



1.5.å×ËÌÉÄÏ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ 21ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ a ×ÅËÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔØa⊥b def= a− (a; b)(a; a) · a (1-27)�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ a. úÁ�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊa ×ÅËÔÏÒ �a ËÁË �a = ab + � · a É �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ b− �a × ×ÉÄÅb− �a = b− ab − �a = a⊥b − �a :�ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ |b − �a|2 = |a⊥b − �a|2 = |a⊥b |2 + �2|a|2 > |a⊥b |2 , ÇÄÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0, Ô. Å. ËÏÇÄÁ b− �a = a⊥b . �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3÷ÅËÔÏÒÙ ab É a⊥b , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (1-26) É (1-27), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ b ÎÁ ×ÅËÔÏÒ a É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ b ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.2 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á)äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a; b)2 6 (a; a) · (b; b) ; (1-28)ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ a É b �ÒÏ�ÏÒ�É-ÏÎÁÌØÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÂÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÝÁ-ÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. åÓÌÉ a 6= 0, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ b ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁ a ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ(a⊥b ; a⊥b ) = (b; b)− (a; b)2(a; a) > 0É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b = ab �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ a.äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ (a; a), �ÏÌÕÞÁÅÍ (1-28). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.3 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄13):
|a+ b| 6 |a|+ |b| ∀ a; b ∈ R

2 ; (1-29)ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Á É b �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É ÓÏÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÙ2.1ÞÅÍ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É Ï�ÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ �ÄÌÉÎÁ�2Ô. Å. ÏÄÉÎ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ



22 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚ×ÏÄÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (1-29) × Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ(1-29) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a+b; a+b) 6 (a; a)+2 |a|·|b|+(b; b) , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑÓËÏÂÏË × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(a; b) 6 |a| · |b| ; (1-30)ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÔÒÏÇÏÅ �ÒÉ (a; b) < 0, Á �ÒÉ (a; b) > 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏ-ÛÉ {âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á (1-28), �ÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÉÚ (1-30) ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈÞÁÓÔÅÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ. �

a + b

a

b

a
−

b

a + b

a

bòÉÓ. 1⋄13. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÉÓ. 1⋄14. äÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÏÍÂÁ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÏÍÂÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ (Ô. Å. ÄÌÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ |a| = |b| ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(a+ b; a− b) = 0) , ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄14).1.5.2. ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. ÷ÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙ-ÍÉ. âÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
2, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ Ä×ÕÍÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁÂÌÉ-�Á �Ï�ÁÒÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e1; e2ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ((e1; e1) (e1; e2)(e2; e1) (e2; e2)) = (1 00 1)ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: ÅÓ-ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ a É b ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙe1 = a=|a| ; e2 = a⊥b =|a⊥b | ;ÇÄÅ a⊥b = b− a · (a; b)=(a; a), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u = x1e1 + x2e2 �Ï ÌÀÂÏÍÕÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e1; e2 ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍx1 = (u; e1) ; x2 = (u; e2) ;Á ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u = x1e1 + x2e2 É w = y1e1 + y2e2 ÉÍÅÅÔÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ×ÉÄ (u;w) = x1y1 + x2y2.



1.5.å×ËÌÉÄÏ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ 23äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áu = x1e1 + x2e2ÓÎÁÞÁÌÁ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ e1, Á �ÏÔÏÍ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ e2, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË É × ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍ. 1.2, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ÷ÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÓËÒÙ-ÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË × (x1e1 + x2e2; y1e1 + y2e2). �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 (Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e1, e2 É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u = x1e1 +x2e2 É w = y1e1 + y2e2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1:det2 (x1 y1x2 y2) = det((u; u) (u;w)(w; u) (w;w))(�ÒÁ×ÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u, v).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÉÚ �ÒÅÄÌ. 1.2 ÄÁ£Ô:det((u; u) (u;w)(w; u) (w;w)) = (u; u) · (w;w)− (u;w)2 == (x21 + x22)(y21 + y22)− (x1y1 + x2y2)2 == (x1y2)2 + (x2y1)2 − 2x1y1x2y2 = (x1y2 − x2y1)2ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 1.3 ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á (1-28).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.4ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÎÁ R
2 ×ÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ�Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ �ÌÏÝÁÄÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ u;w × �ÒÅÄÌ. 1.3 ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁdet((u; u) (u;w)(w; u) (w;w)) = det(1 00 1) = 1ÏÔËÕÄÁ �Ï ÔÅÏÒ. 1.1 É �ÒÅÄÌ. 1.3s2(u;w) = det2(u;w) · s2(e1; e2) = det((u; u) (u;w)(w; u) (w;w)) · s2(e1; e2) = s2(e1; e2) ;Ô. Å. s(u;w) = ±s(e1; e2) . �1ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÉ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ Ë �ÌÏÝÁÄÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ 1



24 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ1.5.3. å×ËÌÉÄÏ×Á �ÌÏÝÁÄØ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÌÏÝÁÄØ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ×ÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á R
2 ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÔÁË, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÚÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÙ, Á �ÌÏÝÁÄÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ �Ï ÚÎÁËÕ. âÁÚÉÓÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ.æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (e1; e2) É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄØÀ ÎÁ R

2 ÔÕ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ) �ÌÏÝÁÄØ s,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s(e1; e2) = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÌÏÝÁÄÉ ×ÓÅÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÔÏÊÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, ÞÔÏ É ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ, ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ 1, Á �ÌÏÝÁÄÉ ×ÓÅÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ −1 .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det(a; b) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× a; b ∈ R
2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

2 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÒÁ×ÅÎ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ a; b. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÞÁÓÔÅÎØËÏ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ det(a; b) ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ�ÌÏÝÁÄÉ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ �Á-ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÌÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÄÌÉÎÕ Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁÎÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ: |det(a; b)| = |a| · |a⊥b |.1.6. õÇÌÙ É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ x, y ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑf = e · x+ e⊥ · yÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ f �Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕÂÁÚÉÓÕ e; e⊥ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÎÕÓÏÍ É ËÏÓÉÎÕÓÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ' = êf (1-31)ÏÔ e Ë f . óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 1.2 É �ÒÅÄÌ. 1.2 ÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �Ï ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ
os êf = (e; f) = det(f; e⊥)sin êf = det(e; f) = (e⊥; f) : (1-32)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 = (f; f) = x2 + y2 ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅÔÏÖÄÅÓÔ×Ï� 
os2 êf + sin2 êf = 1É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −1 6 
os êf 6 1 É −1 6 sin êf 6 1 .úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1-19) ÄÌÑ ÔÒ£È ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ× a, b, 
 ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÄÌÉÎÙ × ×ÉÄÅ det(a; b) · 
+ det(b; 
) · a+ det(
; a) · b = 0 (1-33)



1.6.õÇÌÙ É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ 25É ÕÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ b, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÕÇÌÏ×� (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄8)sin âb · 
os b̂
+ sin b̂
 · 
os â
 = sin â
 : (1-34)åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ a É b �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ a=|a| É b=|b| ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀÄÌÉÎÕ, Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É ÍÅÖÄÕ ÉÓÈÏÄÎÙ-ÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a É b ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ
os âb = (a; b)
|a| · |b| ; sin âb = det(a; b)

|a| · |b| : (1-35)1.6.1. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÇÌÁ. ÷ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÁ£ÔÓÑ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÑÄez = 1 + z + 12 z2 + 16 z3 + · · · = ∑k>0 1k! zkÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ∈ C ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅ |z| < R × C É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔ-ÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ ËÒÕÇÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀÆÕÎË�ÉÀ1
C

z 7→ez
- C :ñ×ÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÑÄÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Õ ez1ez2 = ez1+z2 : (1-36)�ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ # ∈ R Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÞÅÒÅÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ
os # = ei# + e−i#2 = ∑�>0 (−1)�(2�)! #2� = 1− 12 #2 + 124 #4 − · · ·sin# = ei# − e−i#2i = ∑�>0 (−1)�(2� + 1)! #2�+1 = #−

16 #3 + 1120 #5 − · · · : (1-37)ðÒÑÍÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (1-36) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
os2 #+ sin2 # = 1sin(#1 + #2) = sin#1 
os #2 + 
os #1 sin#2
os(#1 + #2) = 
os #1 
os #2 − sin#1 sin#2 (1-38)1ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÒÅÄÉ �ÒÏÞÅÇÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ



26 §1.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØóÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R - R
2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ# 7−→ (
os #; sin#) (1-39)ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ �ÒÑÍÕÀ R �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + y2 = 1 É ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ 2�.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ êf ÍÅÖÄÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e, f ÌÀÂÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ # ∈ [0; 2�), �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÅ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (1-39) × ÔÏÞËÕ

( (e; f) ; det(e; f) ) ;ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ,f = (e; f) · e+ det(e; f) · e⊥É (f; f) = 1 ⇐⇒ (e; f)2 + det2(e; f) = 1.ðÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÇÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÕÇÌÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ��Ï �ÒÁ×ÉÌÕ âb + b̂
 = â
 ;ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÔÅÏÒÅÍÏÊ, É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÆÏÒÍÕÌ (1-33) É (1-34)ÎÁ ÓÔÒ. 24 ÓÏ ÓÒÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ × (1-37), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊÔÅÏÒÅÍÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. åÓÌÉ Õ ÷ÁÓ �ÏÄ ÒÕËÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ Ó�ÉÓÏË ÁËÓÉÏÍÛËÏÌØÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÕÄÏÓÔÏ×ÅÒØÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ × Î£Í ÁËÓÉ-ÏÍÙ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R
2 ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (1-25), ÔÏÞËÉ, �ÒÑÍÙÅ, ÕÇÌÙ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÙÛÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1; x2) ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × R

2 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍa1x1 + a2x2 = 
 ;�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ a = (a1; a2) É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÉ |d|=|a| �Ï ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÞÔÏ É ËÏÎÅ� ×ÅËÔÏÒÁ a, ÅÓÌÉ d > 0, É �Ï ÄÒÕÇÕÀÓÔÏÒÏÎÕ | ÅÓÌÉ d < 0.


