îíõ. œÅÓÎÁ 2008. áÌÇÅÂÒÁ{4 (2 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) úÁÄÁÎÉÅ Ć 5^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

ðÒÅÄÅÌÙ É ÐÒÅÄÐÕÞËÉ.

ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ. æÕÎËÔÏÒÙ C^{opp} � Set ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÁÍÉ (ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C . ëÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ Fun(C^{opp}; Set) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ PreSh(C ). ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ^1 ÉÍÅÀÔ (ËÏ) ÐÒÅÄÅÌÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ËÏ) ÚÁÍËÎÕÔÏÊ. (ëÏ) ÐÒÅÄÅÌ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ X^’�� Y ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ (Ëo) ÕÒÁŒÎÉŒÁÔÅÌÅÍ ÓÔÒÅÌÏË ’, . œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÕÒÁÎÉŒÁÔÅÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÏÏÂÒÁÚÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´_Y ⊂ Y × Y ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ × : X � Y × Y , Á ËÏÕÒÁŒÎÉÔÅÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ÐÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ⊂ Y × Y , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÏÂÒÁÚ ’ × .

á5^1_2 ⋄1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ (ËÏ) ÕÒÁŒÎÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓÔÒÅÌÏË Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

á5^1_2 ⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ Œ C ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ, ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÕÒÁŒÎÉÔÅÌÅÊ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓÔÒÅÌÏË Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ÏÂÝÉÍ ËÏÎÃÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ N^X� C ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ A = ∏ ˚ X_˚ ; B = ∏ ¯→˚ X_˚

(Œ A ŒÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÈÏÄÑÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, Á Œ B ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÅÌÏË Œ N É ËÁÖÄÙÊ ÏÂSSÅËÔ X_˚ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÅÇÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÅÌÏË Œ ÎčÍ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limX ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÕÒÁŒÎÉŒÁÔÅÌÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ A^ff�_fi� B, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ff = ∏ ¯→˚ X_{˚¯} (ß_¯(A)) ; fi = ∏ ¯→˚ Id_{X˚} (ß_˚ (A)) ;

ÇÄÅ ß_ȷ : A � X_ȷ ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

á5^1_2 ⋄3. ðÕÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ N^X� C É M^Y� C ÉÍÅÀÔ ËÏÐÒÅÄÅÌÙ N = limX_˚ É M = limY_¯.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ N^ø � M É ÌÀÂÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ X^f� Y ∘ø ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ N^’� M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ X_˚ � N

Y_{ø (˚)}

f_˚ � � M ’ � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÜÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ Œ ËÏÐÒÅÄÅÌ), Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÐÒÅÄÅÌÏŒ.

á5^1_2 ⋄4. ó ËÁÖÄÙÍ ÐÒÅÄÐÕÞËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ F ÎÁ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÓŒÑÖÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÉÎÄÅËÓÏŒ E_F , ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ h_A^ff� F Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ^2 A ∈ Ob C , Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÏÂSSÅËÔÁ h_A^ff � F Œ ÏÂSSÅËÔ h_B^fi � F ÓÕÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ

’ ∈ Hom_C (A; B) = Hom_{PreSh(C )}(h_A; h_B ) ; (2)

1Ô. Å. ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÌÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ 2ÐÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ F (A)

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ fi∘’ = ff. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ E_F ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑÈ PreSh(C ) É C , ŒËÌÀÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË:

PreSh(C )

E_{F sF} �

C

h• ŒÌÏÖÅÎÉÅ éÏÎÅÄÙ

∪

�

œ_F

� (3)

(ĂÉÎÄÅËÓĄ ( h_A^ff� F ) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ E_F^{sF}� PreSh(C ) Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÐÒÅÄÐÕ-

ÞÏË h_A, Á ÆÕÎËÔÏÒÏÍ E_F^{œF}� C | Œ ÓÁÍ ÏÂSSÅËÔ A). ïÂÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ŒÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ (2) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ E_F . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÐÒÅÄÅÌÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÙ^3 s_F .

á5^1_2 ⋄5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ (ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ËÏÚÁ- ÍËÎÕÔÁ, ÐÒÉÞčÍ ËÏÐÒÅÄÅÌÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÅÄÐÕÞËÁÍÉ G_˚ : C^{opp} � Set É ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÕÞÏË, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔÕ A ∈ Ob C ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ limG_˚ (A) (ÇÄÅ ËÏÐÒÅÄÅÌ ÂÅÒčÔÓÑ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ).

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÐÒÅÄÅÌÁ.

á5^1_2 ⋄6 (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ĂÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ éÏ- ÎÅÄÙ h_∗ : C^{A→hA} � PreSh(C ) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ËÏÐÒÅÄÅÌÁÍÉ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÏÇÏ Ó ËÏÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ C^F � D Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÏÚÁÍËÎÕÔÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÙÊ Ó ËÏÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÆÕÎËÔÏÒ PreSh(C )^E� D , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ E∘h_∗ ≃ F .

á5^1_2 ⋄7. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÒÅÄÐÕÞËÉ ´^{opp F}� Set, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^n, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

Á) ĂÎÁÄÕŒÁÎÉÅÍĄ n-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ËÁË ÎÁ 5^1_2 - 1

òÉÓ. 5^1_2 - 1. òÉÓ. 5^1_2 - 2.

Â) ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅÍ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Œ ÔÏÞËÕ, ËÁË ÎÁ 5^1_2 - 2 (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÄÉÔÅ |F (m)|, Ô. Å. ÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ m-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ^4 m).

á5^1_2 ⋄8^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ß_3(S^2).

3ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÐÕÞÏË ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÐÒÅÄÅÌÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ

4ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÄÁÖÅ ÄÌÑ n = 1 ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ m → ∞

(úÁÄÁÎÉÅ Ć 5^1_2 , ÓÔÒ. 2)