§4. ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

4.1. åÝč ÒÁÚ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ W = ’^{−1}(U) ÌÀÂÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U ⊂ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ X, É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ W^{’W}� U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ). éÚ n^∘ 2.5.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÍËÎÕÔ É ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Z ⊂ X ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y .

4.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊊ P_n ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∉ X ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ∌ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U ⊂ H É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ P_n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t_0 : t_1 : : : : : t_n), Œ ËÏÔÏÒÙÈ

p = (1 : 0 : : : : : 0) H = {(0 : q_1 : : : : : q_n)} U = {u = (0 : u_1 : : : : : u_{n−1} : 1)}

(ËÁË Œ n^∘ 3.10.4). ðÏÓËÏÌØËÕ p ∉ X, ÐÒÏÏÂÒÁÚ Y = ß^{−1}_p (U) ⊂ X ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÎÁÄ U (Ó ŒÙËÏÌÏÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ p), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ) ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ A^n = U × A^1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÚÄÕÔÉÑ B_p^{œp}� P_n É Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ t = #p + u, ÇÄÅ # ∈ A^1, u ∈ U. åÓÌÉ X ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_˚ (t) = 0, ÔÏ Œ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (u; #) ÎÁ U × A^1 ÐÒÏÏÂÒÁÚ Y = ß^{−1}_p (U) ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

f_˚ (#p + u) = ff^{(˚)}_0 (u) #^m + ff^{(˚)}_1 (u) #^{m−1} + · · · + ff^{(˚)}_m (u) = 0 : (4-1)

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ k[Y ] = k[u][#]=(f_˚ (#p + u)) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÁË k[u]-ÍÏÄÕÌØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (4-1), ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ff_0(u) ≡ 1 (ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ k[u]- ÍÏÄÕÌØ). óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ Œ k[u] ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ff^{(˚)}_0 (u) ŒÓÅÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (4-1), ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ff^{(˚)}_0 (u) ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ Œ U. îÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÉÊ ÎÕÌØ u_0 ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ, ÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ŒÅÒÓÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ^1 (4-1):

f_˚ (#_0 p + #_1 u) = ff^{(˚)}_0 (u_0) #^m_0 + ff^{(˚)}_1 (u_0) #^{m−1}_0 #_1 + · · · + ff^{(˚)}_m (u_0)#^m_1 = 0

ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ (#_0 : #_1) = (1 : 0) ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ u_0 ∈ U. îÏ ÜÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ X ∩ (pu_0) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (#_0 : #_1) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (pu_0) = {#_0 p + #_1 u_0}, É ËÏÒÅÎØ (#_0 : #_1) = (1 : 0) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ p, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÁ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ.

4.1.2. óìåäóôœéå. ëÁÖÄÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ⊊ A^n, ÇÄÅ A^n ŒÌÏÖÅÎÏ Œ P_n ËÁË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ËÁÒÔÁ U_0. ðÏÌÏÖÉÍ H_∞^{def}= P_n ∖ U_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ⊂ P_n ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ðÒÏÅËÃÉÑ X ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ H_∞ ∖ X ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L ∌ p, ŒÉÄÉÍÕÀ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U ËÁË A^{n−1} = L ∖ H_∞, ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ X = X ∖ H_∞ Œ ÜÔÏ A^{n−1} (ŒÉÄÉÍÙÊ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U

1ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ t = #0 p + #1 u Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÅ X Œ Pn, É ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (4-1) ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ (#0 : #1) = (# : 1)

28 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ËÁË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ p). åÓÌÉ ÏÎ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ, ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ. □

4.2. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {x} = X_0 ⊊ X_1 ⊊ · · · ⊊ X_{n−1} ⊊ X_n ⊂ X ; (4-2)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ dim_x X. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ X_n = X. åÓÌÉ ÖÅ X ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ dim_x X ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim_p X = dim_p U ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U ∋ p.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ X1; X2 ⊂ X | ÄŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÏÂÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ X1 ∩U, X2 ∩U ÎÅÐÕÓÔÙ. ôÏÇÄÁ X1 = X2 ⇐⇒ X1 ∩U = X1 ∩U, ÐÏÓËÏÌØËÕ Xi = Xi ∩ U .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim_x X � dim_{’(x)} Y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ (4-2) Œ Y ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄčÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ’^{−1}(Xi), ÓÀ- ÒØÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ ÎÁ Xi. üÔÏ ÄÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÕ (4-2) Œ X.

4.2.1. õôœåòöäåîéå. ðÕÓÔØ X^’� Y | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É x ∈ X. ôÏÇÄÁ dim_x X � dim_{’(x)} Y É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ’(X) = Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 4.2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ X É Y ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ n^∘ 2.5.1 ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ (4-2) Œ X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÕ · · · ⊊ ’(X_i) ⊊ ’(X_{i+1}) ⊊ · · · ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÊ Œ Y , ÞÔÏ ÄÁčÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. œ ÓÌÕÞÁÅ ’(X) = Y ÕÐÒ. 4.3 ÄÁčÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. □

4.2.2. óìåäóôœéå. dim_p A^n = n Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ A^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ dim A^0 = 0 É dim_p A^n � n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÃÅÐÏÞËÁ (4-2), ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ p. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim_p A^n � n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ A_n ÜÌÅÍÅÎÔ ÃÅÐÏÞËÉ (4-2) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ A_n, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ Œ ÃÅÐÏÞËÅ) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n. □

4.2.3. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É X^’� A^m | ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ dim_p X = m Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ X. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, m ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ’, Á dim_p X ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ X. □

4.3. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏÎÅÞÎÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ X^ß� A^m ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ n^∘ 4.1.2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÍÕ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÀ k[X] ⊃ k[u_1; u_2; : : : ; u_m] = k[A^m]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ u_1; u_2; : : : ; u_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ k[X] ÎÁÄ k É dim X ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎ- ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ k[X] ÎÁÄ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim(X × Y ) = dim X + dim Y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X, Y .

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÀÒØÅËÃÉÊ X � A^n, Y � A^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÀÒØÅËÃÉÅÊ X × Y � A^n × A^m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim V (f) = (n − 1) Œ A^n.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ V (f) � A^{n−1} (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 4.1 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÉÚ n^∘ 4.1.2).

4.4. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ X = X_1 ∪ X_2 ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÎÅ- ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑ ÓÒÁÚÕ ÎÁ ÃÅÌÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ X_1, ÚÁÄÁčÔ Œ X ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ X.

ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÎÕÌØ ÎÁ ËÏÍÐÏÅÎÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ k[X]. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ k[X] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ i ÆÕÎËÃÉÑ

f_i (mod (f_1; f_2; : : : ; f_{i−1})) ∈ k[X]=(f_1; f_2; : : : ; f_{i−1}) = k[V (f_1; f_2; : : : ; f_{i−1})]

ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ Œ ÜÔÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÅ.

œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÉËÁËÏÅ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_i ÎÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

V (f_1; f_2; : : : ; f_{i−1}) ⊂ X :

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ

4.4.1. õôœåòöäåîéå. åÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ dim_p V (f) = dim_p(X) − 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O_X (X) É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ V (f).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ X ÁÆÆÉÎÎÙÍ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÀÒØÅËÃÉÀ X^ß� A^m É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ËÁË ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ n^∘ 2.6.1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ = ß × f : X^{x→(ß(x);f (x))}� A^m × A^1 :

ïÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ X ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ V (¯_f ) ⊂ A^m × A^1, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ¯_f (u; t) = t^n +ff_1(u) t^{n−1} + · · · +ff_n(u) ∈ k[u_1; u_2; : : : ; u_m][t] ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k(A^m). ôÏÇÄÁ V (f) = ’^{−1} (H ∩ V (¯_f )), ÇÄÅ H ⊂ A^m × A^1 | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ t = 0. îÏ H ∩ V (¯_f ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H = A^m ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ff_n(u) = 0, É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 4.5, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ m − 1. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ n^∘ 4.2.1 Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÀÒØÅËÃÉÉ V (f)^{’|V (f )}� V (a_n). □

4.4.2. óìåäóôœéå. îÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ k[X] Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ V (f) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim_p V (f) � dim_p(X) − 1. □

4.4.3. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X_1; X_2 ⊂ A^n Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X_1 ∩ X_2 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

dim_x(X_1 ∩ X_2) � dim_x(X_1) + dim_x(X_2) − n :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ X_1^{⊂ ’1}� A^n, X_2^{⊂ ’2}� A^n | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ X_1 ∩ X_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ ⊂ A^n × A^n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ X_1 × X_2^{⊂ ’1×’2} � A^n × A^n. œÎÕÔÒÉ X_1 × X_2 ÏÎ ÚÁÄÁčÔÓÑ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (’_1 × ’_2)^∗(x_i) = (’_1 × ’_2)^∗(y_i), ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÑÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x_i = y_i, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´ Œ A^n × A^n. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ n^∘ 4.4.2. □

4.4.4. óìåäóôœéå. åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X_1; X_2 ⊂ P_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ dim(X_1) + dim(X_2) � n, ÔÏ X_1 ∩ X_2 ≠ ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P_n = P(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ A^{n+1} = A(V ) ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÎÕÓÙ X^′_1, X^{′′}_2 ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ V , ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X_1 É X_2 (ÜÔÉ ËÏÎÕÓÙ ÉÍÅÀÔ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ É X_1, X_2, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÙÅ). ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ

dim_O(X^′_1 ∩ X^{′′}_2 ) � dim_O(X_1) + 1 + dim_O (X_2) + 1 − n − 1 � 1 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X^′_1 ∩ X^{′′}_2 ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ O. □

4.5. ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÓÌÏčŒ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÎÔÒÏ- ÌÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÖčÓÔËÏ, ËÁË Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

30 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

4.5.1. ôåïòåíá. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X^’� Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

dim_x ’^{−1}(’(x)) � dim X − dim Y

É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ Y , ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ

dim_x ’^{−1}(y) = dim_x X − dim_y Y

Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ ’^{−1}(y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÁÛÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÁËÏÊ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ’(x) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^m, ÍÙ ÓŒÏÄÉÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ë ÓÌÕÞÁÀ Y = A^m = Spec_m k[u_1; u_2; : : : ; u_m], ’(x) = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ’^{−1}(0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ m ÇÉÐÅÒÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ V (’^∗(u_i)) ⊂ X, É ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ n^∘ 4.4.2.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÙ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ: X = Spec_m A, Y = Spec_m B, Á ÍÏÒÆÉÚÍ ’ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ Y × A^{m ß}� Y ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ Y × A^m (ÓÍ. ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (2-8) ÉÚ ÕÐÒ. 2.7). íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÓÌÏÑÍ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ n^∘ 4.1.2.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ X ⊂ Y ×P_m, ŒÙÂÅÒÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ P_m É ÔÏÞËÕ p ∈ P_m ∖ H ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÅÞÅÎÉÅ Y × {p} ⊂ Y × P_m ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ Œ X. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÏÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ p ÎÁ H ÂÕÄÅÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÕÓÌÏŒÉÑÍ n^∘ 4.1.1 ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ, ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ Y , ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë ß (( Y × {p} ) ∩ X ) , ÇÄÅ Y × P_m^ß� Y | ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÄÏÌØ P_m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÍÅÎÑÑ Y ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÇÌÁŒÎÙÍ, Ô. Å. ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙÍ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ n^∘ 4.1.2 ÐÏÓÌÏÊÎÏ (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß) É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÀÒØÅËÃÉÀ X� Y × A^n, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ’^{−1}(y) ËÏÎÅÞÎÏ É ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ’^{−1}(y) ÎÁ {y} × A^n. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ŒÌÅÞčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n = dim X − dim Y , Á ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÏÉ | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim_x ’^{−1}(y) = n. □

4.5.2. óìåäóôœéå (ôåïòåíá ûåœáììå ï ðïìõîåðòåòùœîïóôé). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y , ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_k^{def}= { x ∈ X | dim_x ’^{−1}(’(x)) � k } ÚÁÍËÎÕÔÙ Œ X ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ∈ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ X É Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ. åÓÌÉ dim Y = 0 (Ô. Å. Y | ÔÏÞËÁ) ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dim Y = m É ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ Y . åÓÌÉ k � dim(X)−dim(Y ), ÔÏ X_k = X ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. äÌÑ k ¿ dim(X) − dim(Y ) ÚÁÍÅÎÉÍ Y ÎÁ Y^′ = Y ∖ U, ÇÄÅ U ŒÚÑÔÏ ÉÚ n^∘ 4.5.1, Á X | ÎÁ X^′ = ’^{−1}(Y^′). ôÏÇÄÁ X_k ⊂ X^′, dim Y^′ ¡ dim Y , É ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÌÏčŒ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X^’� Y ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X.

4.5.3. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X^’� Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Y_k^{def}= { y ∈ Y | dim ’^{−1}(y) � k }

ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ Y ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ∈ Z. □

4.5.4. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ X^’� Y | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ X ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X = X_1 ∪ X_2 ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ’, ÂÕÄÕÞÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÄÏÌÖÅÎ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÌÉÂÏ Œ X_1, ÌÉÂÏ Œ X_2, Ô. Å. Y = Y_1 ∪ Y_2, ÇÄÅ

Y_1 = {y ∈ Y | ’^{−1}(y) ⊂ X_1} ; Y_2 = {y ∈ Y | ’^{−1}(y) ⊂ X_2} :

ðÏÓËÏÌØËÕ É X_1, É X_2 ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ X, ÏÂÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y_1; Y_2 ⊂ Y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. ðÏ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ, ÏÂÁ ÏÎÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ: Y_i ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ Y , ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÌÏÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ X_i � Y ÉÍÅÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. úÎÁÞÉÔ, Y ÔÏÖÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. □

4.6. òÁÂÏÞÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_3.

4.6.1. ðÒÑÍÙÅ ÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÞÅÔÙ- ÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ det ( ff_{00} ff_{01} ff_{10} ff_{11} ) = ff_{00}ff_{11} − ff_{01}ff_{10} = 0 : (4-3)

üÔÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ: ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_3 = P(W ) ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ W = Hom(U_−; U_+) = U^∗_− ⊗ U_+

ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ U_±, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ 1 É ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÁ- ŒÌÑÔØ Œ ÎčÍ ËŒÁÄÒÉËÕ (4-3). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÒÁÎÇÁ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ F = ¸ ⊗ u : v −→ ¸(v) · u ;

ÇÄÅ ¸ ∈ U^∗_− É u ∈ U_+ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏ F ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÑÄÒÏ ker F ⊂ U_−, É ŒÅËÔÏÒ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ im F ⊂ U_+. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ

s : P_1 × P_1 = P(U^∗_−) × P(U_+)^{⊂ (¸;u)→¸⊗u} � P(Hom(U_−; U_+)) = P_3 (4-4)

ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ P_1 × P_1 É ËŒÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. õÄÏÓÔÏŒÅÒØÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÊ.

îÁ ÑÚÙËÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ⊗ v, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ ¸ = (¸_0 : ¸_1) ∈ U^∗_− É ŒÅËÔÏÒÕ v = (t_0 : t_1) ∈ U_+, ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ( ff_{00} ff_{01} ff_{10} ff_{11} ) = ( t_0 t_1 ) · ( ¸_0 ¸_1 ) = ( ¸_0t_0 ¸_1t_0 ¸_0t_1 ¸_1t_1 ) : (4-5)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅĄ P_1 × v É ¸ × P_1, ÚÁÍÅÔÁÀÝÉÅ P_1 × P_1 ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅÍ (4-4) Œ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÎÇÁ 1 Ó ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

([ÓÔÒÏËÁ 1] : [ÓÔÒÏËÁ 2]) = (t_0 : t_1) ÉÌÉ ([ÓÔÏÌÂÅÃ 1] : [ÓÔÏÌÂÅÃ 2]) = (¸_0 : ¸_1)

ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ 2-ÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÉÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÓÅÔËÁĄ P_1 × P_1: ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ËŒÁÄÒÉËÉ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ, ÂÕÄÕÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÔØÓÑ, Á ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÎÅÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÐÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ Q É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÉËÅ, ŒÙÓÅËÁ- ÅÍÏÊ Q Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ TpQS É ÕÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÏÓÏÂÙÈ ËŒÁÄÒÉËÁÈ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ çÒÁÍÁ ÒÁÎÇÁ 3, 2 É 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 3 ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ (É ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁÑ) ËŒÁÄÒÉËÁ, ÐÒÉÞčÍ ÏÎÁ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ŒÓÅÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ 4 ÄÁÎÎÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ Á) P(C^4) Â) A(C^4) Œ^*) P(R^4) Ç^*) A(R^4) (ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁ- ËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ Ë ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑÍ ÞÅÔÙÒčÈ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ĂÍÅÔÏÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÓÔĄ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÉ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒčÈ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÞÅÔŒčÒÔÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

4.6.2. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3 = P(V ) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ 4-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gr(2; 4) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

Gr(k; n) = Gr(k; V ) = {U ⊂ V | dim U = k} ; dim V = n ;

ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ k-ÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Œ ÄÁÎÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(V ) = Gr(1; V ) É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(V^∗) = Gr(dim V − 1; V ) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏŒ, É Gr(2; 4) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÀ κ-ÔÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ

Gr(k; V )^{⊂ p} � P(~^kV ) : (U ⊂ V ) −→ (~^kU ⊂ ~^kV ) ; (4-6)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U ⊂ V ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÕÀ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎØ ~^kU, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ~^kV . äÌÑ Gr(2; 4) ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ (a; b) ⊂ P_3 = P(V ) Œ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÂÉŒÅËÔÏÒ a ∧ b ∈ P_5 = P(~^2V ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÉŒÅËÔÏÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ a ∧ b ∧ a ∧ b = 0 ÏÂÒÁÚ ÐÌÀËËÅÒÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ

P = {! ∈ ~^2V | ! ∧ ! = 0} ⊂ P_5 ; (4-7)

ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÂÉŒÅËÔÏÒÁÍÉ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÕÌØ. éÚ ËÕÒÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ ! ∈ ~^2V Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ e_0, e_1, e_2, e_3, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÁË ! = e_0 ∧ e_1, ÌÉÂÏ ËÁË ! = e_0 ∧ e_1 + e_2 ∧ e_3 . œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÉŒÅËÔÏÒ ÒÁÚÌÏÖÉÍ É ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ! ∧ ! = 2 e_0 ∧ e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ≠ 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏÊ ÂÉŒÅËÔÏÒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ (4-7) ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÂÉŒÅËÔÏÒÏŒ.

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ V ÂÁÚÉÓ e_0, e_1, e_2, e_3 É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ

e_{ij}^{def}= e_i ∧ e_j ; 0 � i ¡ j � 3

ÛÅÓÔÉÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^2V , É ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ a = ∑ a_ie_i É b = ∑ b_ie_i Œ ÓÔÒÏËÉ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÙ ( a_0 a_1 a_2 a_3 b_0 b_1 b_2 b_3 ) ; (4-8)

ÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÂÉŒÅËÔÏÒ

a ∧ b = ∑ 0⩽i¡j⩽3 det ( a_i a_j b_i b_j ) · e_{ij} ;

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÛÅÓÔØ ÓÔÁÒÛÉÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (4-8) (ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÌÀË- ËÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ (a; b) ⊂ P_3 Œ P_5 = P(~^2V )). õÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ÂÉŒÅËÔÏÒ ! = ∑ x_{ij}e_{ij} ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ (4-7), ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x_{01}x_{23} − x_{02}x_{13} + x_{03}x_{12} = 0 (4-9)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÁ, ÛÅÓÔØ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ (ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) {2; 3; 4; 5; 6; 7} Â) {3; 4; 5; 6; 7; 8} (ÅÓÌÉ ÄÁ, ÐÒÅÄSSÑŒÉÔÅ ÔÁËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÑŒÎÏ).

éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÌÁÄËÕÀ 4-ÍÅÒÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ

P ⊂ P_5 = P(~^2V ) :

4.6.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P_N = P(S^dV^∗) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P_3 = P(V ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ É ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ:

`^{def}= { (S; ‘) ∈ P_N × P | ‘ ⊂ S } ⊂ P_N × P :

4.6.4. õôœåòöäåîéå. ` ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ P_N × P . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ a; b ∈ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒčÒÔËÉ V^∗ � V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ¸ ∈ V^∗ Œ ¸⌞(a ⊗ b − b ⊗ a). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ (ab) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ V (F ), ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (¸⌞(a ⊗ b − b ⊗ a)) = 0 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ¸ ∈ V^∗. åÓÌÉ, ËÁË É ŒÙÛÅ, a = ∑ a_ie_i, b = ∑ b_ie_i, Á ¸ = (¸_0; ¸_1; ¸_2; ¸_3), ÔÏ ¸⌞(a ⊗ b − b ⊗ a) = ∑ ˚ ( ∑ ¯≠˚

(u_¯v_˚ − u_˚ v_¯)¸_¯ ) · e_˚ . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ

p_{¯˚} = (u_¯v_˚ − u_˚ v_¯) ÐÌÀËËÅÒÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÑÍÏÊ (ab), ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x_˚ = ∑ ¯≠˚

p_{¯˚} ¸_¯ Œ F (x), ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ¸ É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÎÕÌÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÑŒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ F É ÐÌÀËËÅÒÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ p_{ij} , ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÕÀ ` ËÁË ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ P_N × P_5. □

4.6.5. õôœåòöäåîéå. ðÒÏÅËÃÉÑ `^{ß2}� P ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÁ, Á ŒÓÅ Åč ÓÌÏÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ^1_6 d(d + 1)(d + 5) − 1; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ` ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ^1_6 d(d + 1)(d + 5) + 3 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ⊂ P(V ) ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_0 = x_1 = 0. ôÏÇÄÁ S ⊃ ‘, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ S ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ŒÉÄÁ x_2 · F_2(x) + x_3 · F_3(x) = 0, Œ ËÏÔÏÒÏÍ F_2; F_3 ∈ S^{d−1}V^∗. ôÁËÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

S^{d−1}V^∗ ⊕ S^{d−1}V^{∗ (f;g)→x2 f +x3g} � S^dV^∗ ;

ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ (f; g) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x_2f = −x_3g, Ô. Å. f = x_3h, g = −x_2h ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ∈ S^{d−2}V^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÄÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ S^{d−2}V^∗, É

dim W = 2 dim(S^{d−1}V^∗) − dim(S^{d−1}V^∗) = 1 6 ( 2 d(d + 1)(d + 2) − (d − 1)d(d + 1) ) = 1 6 d(d + 1)(d + 5) :

îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ` ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ n^∘ 4.5.4, Á dim ` ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ n^∘ 4.5.1. □

4.6.6. õôœåòöäåîéå. ïÂÝÁÑ^2 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S_d ⊂ P_3 ÓÔÅÐÅÎÉ d � 4 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÙÈ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÐÒÑÍÕÀ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ `^{ß1}� P_N . ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ n^∘ 3.11.3 ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ P_N = P(S^dV^∗). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ n^∘ 4.5.1, ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅÍ ÉÚ dim ` ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÓÌÏÅŒ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß_1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ dim ` ¡ N, ÏÂÒÁÚ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. œ ÒÁÚŒčÒÎÕÔÏÍ ŒÉÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË 1 6 d(d + 1)(d + 5) + 3 ¡ 1 6 (d + 1)(d + 2)(d + 3) ; (4-10)

É ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ d � 4. □

4.6.7. õôœåòöäåîéå. ëÁÖÄÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S_3 ⊂ P_3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ËÕÂÉËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÅÊ ÐÒÑÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ d = 3 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4-10) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ dim ` = N = 19. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß_1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ Åč ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÊ ÓÌÏÊ | ÔÏÇÄÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ß_1(`) ⊂ P_{19} ÂÕÄÅÔ 19-ÍÅÒÎÙÍ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÏŒÐÁÄčÔ ÓÏ ŒÓÅÍ P_{19}.

2Ô. Å. ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ

34 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

œÙÑÓÎÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁËÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ËÕÂÉËÉ C Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ xyz = 1. œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x = x_0 + ff t ; y = y_0 + fi t ; z = z_0 + fl t ÌÅÖÉÔ ÎÁ C , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

fffifl = 0 fffiz_0 + fiflx_0 + flffy_0 = 0 ffy_0z_0 + fix_0z_0 + flx_0y_0 = 0 x_0y_0z_0 = 1

ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ^3. îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ C ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ^4 x_1x_2x_3 = 0, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÒčÈ ÐÒÑÍÙÈ x_i = x_0 = 0 (i = 1; 2; 3). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ËÕÂÉËÅ æÅÒÍÁ C_F , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ∑ x^3_i = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. C_F ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÐÁÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ ‘ ⊂ C_F , ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ Ë x0 = ffx2 + fix3, x1 = flx2 + ffix3; ÐÏÄÓÔÁŒØÔÅ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÕÂÉËÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fffiflffi = 0, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ. . .

4.7. ðÒÑÍÙÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÕÂÉËÅ. œ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 27 ÐÒÑÍÙÈ, É ÔÏÞÎÏ ÏÐÉÛÅÍ ËÏÎÆÉÇÕ- ÒÁÃÉÀ ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ S ⊂ P_3, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x) = 0.

4.7.1. õôœåòöäåîéå. œÓÑËÏÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ S ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ É ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ, ÌÉÂÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÒčÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ß ∩ S ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄŒÏÊÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÄŒÏÊÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ⊂ ß ∩ S ÉÍÅÅÔÓÑ, ŒÏÚØÍÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ß ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_2 = 0, Á ‘ | ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_2 = x_3 = 0. ôÏÇÄÁ F (x) = x_2Q(x) + x^2_3L(x) = 0 Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ L É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ Q. ðÒÑÍÁÑ ‘ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÄÒÉËÏÊ Q(x) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ a. ôÏÇÄÁ x_2(a) = x_3(a) = Q(a) = 0 É ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ @F=@x_i ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞËÅ a, Ô. Å. S ÏÓÏÂÁ Œ a. □

4.7.2. óìåäóôœéå. œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒčÈ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ S ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p ∈ S ÐÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ S, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S ∩ T_pS. □

4.7.3. õôœåòöäåîéå. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ⊂ S ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÏŒÎÏ 5 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ß_1; ß_2; : : : ; ß_5, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ‘ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ S ÐÏ ÔÒÏÊËÅ ÐÒÑÍÙÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ß_i ∩ S = ‘ ∪ ‘_i ∪ ‘^′_i, ÔÏ ‘_i ∩ ‘_j = ‘_i ∩ ‘^′_j = ‘^′_i ∩ ‘^′_j = ∅ ∀ i ≠ j (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ S ÅÓÔØ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ) É ÌÀÂÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ S ÐÒÑÍÁÑ, ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÁÑÓÑ Ó ‘, ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ i ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_i, ‘^′_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ {e_0; e_1; e_2; e_3} Œ V ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ‘ = (e_0e_1) (ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_2 = x_3 = 0) ÌÅÖÉÔ ÎÁ S. ôÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F (x) = 0, ÚÁÄÁÀÝÅÅ S, ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÉÄ

L_{00}(x_2; x_3) · x^2_0 + 2 L_{01}(x_2; x_3) · x_0x_1 + L_{11}(x_2; x_3) · x^2_1+ + 2 Q_0(x_2; x_3) · x_0 + 2 Q_1(x_2; x_3) · x_1 + R(x_2; x_3) = 0 ; (4-11)

ÇÄÅ L_{ij} ; Q_˚ ; R ∈ k[x_2; x_3] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, 2, 3 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. úÁÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÐÕÞÏË ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ‘, ÔÏÞËÁÍÉ e_# = #_2e_2 + #_3e_3 ∈ (e_2e_3) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ß_# = (e_0e_1e_#) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t_0 : t_1 : t_2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÔÒčÈ ÔÏÞÅË. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÊ ËÏÎÉËÉ (ß_# ∩ S) \ ‘ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x = (t_0 : t_1 : #_2t_2 : #_3t_2) Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4-11) Ó ÐÏÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ t_2. íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (t_0 : t_1 : t_2) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ G = L_{00}(#) L_{01}(#) Q_0(#) L_{01}(#) L_{11}(#) Q_1(#) Q_0(#) Q_1(#) R(#)

3ÓËÁÖÅÍ, ff = 0 ⇒ (fi = 0 ÉÌÉ fl = 0) ⇒ fi = fl = 0 4ÍÙ ÐÏÄÓÔÁŒÉÌÉ x = x1=x0, y = x2=x0, z = x3=x0, ÄÏÍÎÏÖÉÌÉ ÎÁ x^3_0 É ÐÏÌÏÖÉÌÉ x0 = 0

Á Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

D(#_2; #_3) = L_{00}(#)L_{11}(#)R(#) + 2 L_{01}(#)Q_0(#)Q_1(#)− − L_{11}(#)Q^2_0(#) − L_{00}(#)Q^2_1(#) − L_{01}(#)^2R(#) ∈ k[#_2; #_3] (4-12)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ # = (#_2 : #_3) ÓÔÅÐÅÎÉ 5, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÐÑÔÉ ÔÏÞËÁÈ, ÕÞÔčÎÎÙÈ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ëÁÖÄÙÊ ÎÕÌØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ (4-12) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÀ ËÏÎÉËÉ Œ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÌÉÂÏ ÎÁ ‘, ÌÉÂÏ ŒÎÅ ‘.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÂÙÌÉ ‘^′ = (e_0e_2) É ‘^{′′} = ( e_0 (e_1 + e_2) ) Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_3 = x_1 = 0 É x_3 = (x_1 − x_2) = 0. ôÁËÏÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÏÒÎÀ # = (1 : 0) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ D(#_2; #_3) = 0, É ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ #_3, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ D(#_2; #_3). ðÏÓËÏÌØËÕ ‘; ‘^′; ‘^{′′} ⊂ S, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4-11) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

x_1x_2(x_1 − x_2) + x_3 · q(x) = 0

Ó ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ q(x), É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ G, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÉÓÑ ÎÁ #_3, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ L_{11} ≡ x_2 (mod #_3) É Q_1 ≡ −x^2=2 (mod #_3). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D(#_2; #_3) ≡ −L_{00}Q^2_1 (mod #^2_3), É ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 1 ÐÏ #_3 , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÍÏÎÏÍÙ x_1x^2 É x^2_0x_2 ŒÈÏÄÑÔ Œ (4-11) Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÎÏÓÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ @F=@x_1 Œ ÔÏÞËÅ e_2 ∈ S, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÎÏÓÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ @F=@x_2 Œ ÔÏÞËÅ e_0 ∈ S.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‘^′ = (e_0e_2), ‘^{′′} = (e_1e_2) ÚÁÄÁŒÁÌÉÓØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_3 = x_1 = 0 É x_3 = x_0 = 0. üÔÏÍÕ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÅÎØ # = (1 : 0). ôÅÐÅÒØ (4-11) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x_0x_1x_2 + x_3 · q(x) = 0 É ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ #_3 ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ L_{01} ≡ x_2=2 (mod #_3). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D(#_2; #_3) ≡ −L^2_{01}R (mod #^2_3) ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 1 ÐÏ #_3 , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÍÏÎÏÍÙ x^2x_3 É x_0x_1x_2 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ Œ (4-11). îÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ŒÔÏÒÏÊ ÍÏÎÏÍ ÎÅ ŒÈÏÄÉÌ Œ F , ÔÏ F ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÙ ÎÁ x_3 É ËÕÂÉËÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ (Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÓÏÂÁ). á ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÎÏÍ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÄÁÀÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ @F=@x_3, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ e_2 ∈ S.

ïÓÔÁÀÝÉÅÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ n^∘ 4.7.2, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ n^∘ 4.7.1 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Œ P_3 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÀÂÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. □

4.7.4. õôœåòöäåîéå. îÉ ÞÅÒÅÚ ËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ S ÐÒÑ- ÍÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËŒÁÄÒÉËÕ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÌÉ ÄŒÅ (ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ!) ÐÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ S É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÉÚ ÞÅÔŒčÒËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ S ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, ÔÏ ÜÔÏ | ÇÌÁÄËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ ÉÚ n^∘ 4.6, ÚÁÍÅÔÁÅÍÁÑ ÄŒÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, É ÎÁÛÁ ÞÅÔŒčÒËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ. îÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÓÁÍÁ ËŒÁÄÒÉËÁ) ÌÅÖÁÔ ÎÁ S, ÉÂÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ S, ÌÅÖÉÔ ÎÁ S ÃÅÌÉËÏÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÓÏÂÁ. □

4.7.5. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ 27 ÐÒÑÍÙÈ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ S ÐÁÒÕ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ a; b ⊂ S É ÐÏÓÔÒÏÉÍ 5 ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ‘_i, ‘^′_i ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘_i ÔÕ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ b, Á ÞÅÒÅÚ ‘^′_i | ÔÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓËÒÅÝÉŒÁÅÔÓÑ Ó b. äÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘^{′′}_i ÅÝč 5 ÐÒÑÍÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ‘_i ÐÑÔØ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÉÚ n^∘ 4.7.3 Ó ‘ = b. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ‘^{′′}_i ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó b, ÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÅÔÓÑ Ó a É ÓÏ ŒÓÅÍÉ ‘_j Ó j ≠ i, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ŒÓÅ ‘^′_j Ó j ≠ i.

ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ c ⊂ S, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ 17 ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÚŒÁÎÎÙÈ, ÓËÒÅÝÉŒÁÅÔÓÑ É Ó a, É Ó b, ÎÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ i ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_i, ‘^′_i. éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ n^∘ 4.7.4 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ S ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ � 4 ÐÒÑÍÙÈ ‘_i, ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÐÒÑÍÙÈ a, b. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ S ÐÒÑÍÁÑ c ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ � 2 ÐÒÑÍÙÈ ‘_i, ÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ ‘^′_1; ‘^′_2; ‘^′_3 É ÅÝč ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÕÀ ‘^′_4, ÌÉÂÏ ‘_5. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ n^∘ 4.7.4 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ c | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ a, ‘^{′′}_5.

éÔÁË, ŒÓÑËÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ S ÐÒÑÍÁÑ c, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ 17 ÐÒÑÍÙÈ a, b, ‘_i, ‘^′_i, ‘^{′′}_i , ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘_i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ S ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 10 ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

36 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ

(_5 3 ) = 10 ÔÒÏÊËÁÍ {i ¡ j ¡ k} ⊂ {1; 2; 3; 4; 5}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÐÒÑÍÙÈ ‘_i ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ c, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ a, É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ ‘_i É ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ‘^′_j (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ 5 ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ n^∘ 4.7.3, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁ S ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 10 ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ‘_i | ÜÔÏ 4 ÐÒÑÍÙÈ a, b, ‘^′_i É ‘^{′′}_i , Á ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ 6 ÄÏÌÖÎÙ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÅÝč ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_j. îÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ É ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ

(_4 2 ) = 6, ÞÔÏ É ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ c É ÔÒÏÊËÁÍÉ (i; j; k).

4.7.6. ôåïòåíá. ëÁÖÄÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ P_3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 27 ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÐÒÉÞčÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ ŒÓÅÈ S ÏÄÉÎÁËÏŒÁ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.15. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÕÐÐÙ G ⊂ S_{27}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË 27 ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ŒÓÅ ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. (

ÏÔŒÅÔ: |G| = 51 840 = 2^7 · 3^4 · 5

) õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.16∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: F_4^{def}= F_2[!]=(!^2 + ! + 1), ÇÄÅ F_2 = Z=2Z. ðÏÄÏÂÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ R ⊂ C, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F_2 ⊂ F_4 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ: z −→ z^{def}= z^2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÏÄÐÏÌÅ F_2 É ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÁÒÕ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ !^2 + ! + 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ^5 PU_4(F_4) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ G ÉÚ ÕÐÒ. 4.15 ËÁË (ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2.

õËÁÚÁÎÉÅ. çÒÕÐÐÁ PU4(F4) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËÕÂÉËÕ æÅÒÍÁ C_F ÉÚ ÕÐÒ. 4.14, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ æÅÒÍÁ ÎÁÄ F4 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ P xixi.

5Ô. Å. ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ ÍÁÔÒÉÃ M ∈ Mat4×4(F4), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ MM^t = E, ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ