§3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

3.1. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÁÆ- ÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. æÕÎËÃÉÑ U^f� k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ u ∈ U, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ p; q ∈ k[X], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ q(u) ≠ 0 É f(x) = p(x)=q(x) ∀ x ∈ D(q) ∩ U. æÕÎË- ÃÉÉ U^f� k, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ u ∈ U, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ O_X (U) ÉÌÉ `(U; O_X ). ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U ⊂ X.

3.1.1. õôœåòöäåîéå. åÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ O_X (D(h)) = k[X][h^{−1}] ∀h ∈ k[X]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁÖÄÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ O_X (D(h)) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f(x) = r(x)=h^d(x) Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ r ∈ k[X], d ∈ N (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ h ≡ 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ O_X (X) = k[X]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f ∈ O_X (D(h)), ÔÏ ∀ u∈D(h) ∃ p_u; q_u ∈ k[X] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ q_u(u) ≠ 0 É f(x) = p_u(x)=q_u(x) ∀ x ∈ D(q_u) ∩ D(h). ðÏÓËÏÌØËÕ ∩_{u∈U} V (q_u) ⊂ V (h), ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ u_1; u_2; : : : ; u_m ∈

D(h), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ h^d = � q_{u˚} g_˚ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ g_1; g_2; : : : ; g_m ∈ k[X] É d ∈ N. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) q_{u˚} (x) = p_{u˚} (x), ËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ D(h), ŒËÌÀÞÁÑ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ q_{u˚} (x) = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ q_{u˚} (w) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w ∈ D(h). ôÏÇÄÁ, ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÑ f = p_{u˚} =q_{u˚} ËÁË p_w=q_w Ó q_w(w) ≠ 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ p_{u˚} (x) q_w (x) = q_{u˚} (x) p_w(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ D(h · q_{u˚} · q_w), Á ÚÎÁÞÉÔ (ÓÍ. ÕÐÒ. 2.6), ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ p_{u˚} (w) = q_{u˚} (w) p_w(w)=q_w (w) = 0 = f(w) q_{u˚} (w). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f h^d = � f q_{u˚} g_˚ = � p_{u˚} g_˚ ∈ k[X]. □

3.1.2. óìåäóôœéå. ëÁÖÄÏÅ ÇÌÁŒÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D(f) = Spec_m k[X][f^{−1}] ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ- ÅÍ, É ŒËÌÀÞÅÎÉÅ D(f)^⊂ � X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒ k[X]^⊂ � k[X][f^{−1}]. □

3.2. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ ÐÕÞÏË. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ^1 O_X : U −→ O_X (U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÐÕÞ- ËÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U^f� k ÎÁ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U = � W_i ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f |_{Wi} , É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ W_i^{fi}� k, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f_i ≡ f_j ÎÁ W_i ∩ W_j, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ O_X (∪W_i), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ W_i ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f_i | ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË U −→ O_X (U) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ n^∘ 3.1.2 É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÙÞÎÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÁÌÇÅÂÒÁ O_X (U) ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÁÖÅ ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ Spec_m O_X (U) É ÔÏÞËÁÍÉ U ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ U = A^n ∖ O | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O_An (U) = k[A^n] ÐÒÉ n � 2.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ U = S D(xi) É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ n^∘ 3.1.1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÍ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ O_X (U), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (f_1; f_2; : : : ; f_m) = O_X (U) É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i = {p ∈ U | f_i(p) ≠ 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

3.3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X_U (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ

1ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÅ ËÁË ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U ⊂ X Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ k- ÁÌÇÅÂÒ

úÁÒÉÓÓËÏÇÏ) É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ X_U^{’U}� U. äŒÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÁÒÔÙ X_U^{’U}� U É X_W^{’W}� W ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓËÌÅÊËÉ

’_{W U} = ’_W ∘’^{−1}_U : X_U ⊃ ’^{−1}_U (U ∩ W )^∼� ’^{−1}_W (U ∩ W ) ⊂ X_W

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ` � ’^{−1}_W (U ∩ W ) ; O_{XW}

� ’^∗_{W U} � ` � ’^{−1}_U (U ∩ W ) ; O_{XU} � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ k-ÁÌÇÅÂÒ. ïÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X = � U_˚ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ÎÁ X. äŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÁÔÌÁÓ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÁÔÌÁÓÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

3.4. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅ-

O

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ U∞

ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U

•

• •

•

òÉÓ. 3⋄1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÉÒ.

ÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_n = P(V ), ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^{n+1} = A(V ). þÔÏÂÙ ŒÉÄÅÔØ ÔÁËÉÅ ÐÒÑ- ÍÙÅ ËÁË ĂÏÂÙÞÎÙÅĄ ÔÏÞËÉ, ŒÎÕÔÒØ A(V ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÜËÒÁÎ | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ U ⊂ A(V ) ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3⋄1. ìÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÜËÒÁÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ P_n ÃÅÌÉËÏÍ: ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ U_∞^{def}= P_n \ U ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ U, É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó P_{n−1} ⊂ P(V ). ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P_n ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ĂÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÌÅÔÏËĄ:

P_n = U ⊔ U_∞ = A^n ⊔ P_{n−1} = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ P_{n−2} = · · · = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ : : : ⊔ A^0 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ëÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ?

3.4.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÁ- ËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e_0; e_1; : : : ; e_n. äŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ

v = (x_0; x_1; : : : ; x_n) ; w = (y_0; y_1; : : : ; y_n)

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ p ∈ P_n, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: ŒÓÅ x_˚ = ˘ y_˚ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ≠ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ p∈P_n ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (x_0 : x_1 : : : : : x_n), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ p Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_0; e_1; : : : ; e_n} ⊂ V . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ P_n. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ S^d(V^∗) Œ P(V ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÎÕÌÅÊ

V (f)^{def}= { v ∈ V | f(v) = 0 }

(ÉÂÏ f(v) = 0 ⇐⇒ f(˘v) = ˘^d f(v) = 0). üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÉ deg f, Á f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ Åč ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ. çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ g^m = 0.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f = p^{m1}_1 p^{m2}_2 : : : p^{mr}_r , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p_i ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S_i ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ m_i | ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ. üÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ, ËÁË

S = m_1S_1 + m_2S_2 + · · · + m_rS_r : (3-1)

åÓÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉ- ÅÍ f, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ F^m ∈ (f), Á ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, F ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ (3-1) (Œ ËÏÔÏÒÏÍ � m_i deg S_i = d) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

3.4.2. óìåäóôœéå. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P_n = P(V ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S_d = P_N = P(S^dV^∗)

(ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ V ). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. œÙÒÁÚÉÔÅ N ÞÅÒÅÚ n É d

3.5. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_n = P(V ) ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ

U_¸ = {(x_0; x_1; : : : ; x_n) ∈ A(V ) | ¸(x) = 1} ;

ÇÄÅ ¸ ∈ V^∗. ìÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ∈ V^∗, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ U_¸ ÌÉÎÅÊÎÏ

x2

x0 x1 •

òÉÓ. 3⋄2. ëÏÎÕÓ.

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ^2, ÚÁÄÁÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙ U_¸. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ p = (x_0 : x_1 : : : : : x_n), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ŒÅËÔÏÒ v = p=¸(p) ∈ U_¸, Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_˚ ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ. ðÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i(p) = ¸_i(v) = ¸_i(p)=¸(p) (ÇÄÅ 1 � i � n) ÚÁŒÉÓÑÔ ËÁË ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ U_¸, ÔÁË É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ¸_i É ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÔÏÞËÉ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ¸(p) ≠ 0. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÂÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ : Ă¸(p) → 0Ą É Ăx_i(p) → ∞ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ iĄ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ p ÕÂÅÇÁÅÔ Ó U_¸ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÓÔØ U_{¸;∞} = P_n \ U_¸ = {(x_0; x_1; : : : ; x_n) ∈ A(V ) | ¸(x) = 0}.

3.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ

x^2_0 + x^2_1 = x^2 (3-2)

ÚÁÄÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ C ⊂ P_2, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÐÒÉ char (k) ≠ 2) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÏÊ. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = R). œ U_{x0} , ÇÄÅ x_0 = 1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t_1 = x_1|_{Ux0} = x_1=x_0 É t_2 = x_2|_{Ux0} = x_2=x_0 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (3-2) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ t^2 −t^2_1 = 1. œ ËÁÒÔÅ U_{x2} , ÇÄÅ x_2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ t_0 = x_0|_{Ux2} = x_0=x_2, t_1 = x_1|_{Ux2} = x_1=x_2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ t^2_0 + t^2_1 = 1. îÁËÏÎÅÃ, Œ ËÁÒÔÅ U_{x2−x1} , ÇÄÅ x_2 = 1 + x_1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t = x_0|_{Ux2 −x1} = x_0=(x_2 −x_1) , u = (x_2 +x_1)|_{Ux2 −x1} = (x_2 +x_1)=(x_2 −x_1) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ u = t^2 (ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ x^2_1 Œ (3-2) ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÐÏÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x_2 − x_1)^2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. áÆÆÉÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ x^2_0 + x^2_1 = x^2 Œ A^3 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 3⋄2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ 3-È ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ É Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÏÎÕÓÏÍ.

2ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ n + 1 ÆÏÒÍ ¸;¸1; ¸2; : : : ; ¸n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗

3.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ P_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ U_˚ = U_{x˚} , ÚÁ- ÄÁŒÁÅÍÙÈ Œ A^{n+1} ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ {x_˚ = 1}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ = 0; 1; : : : ; n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U_˚ ÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍ

t^{(˚)}_i = x_i|_{U˚} = x_i x_˚

Ó 0 � i � n ; i ≠ ˚ :

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n + 1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÐÉÊ U_0; U_1; : : : ; U_n ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A^n ÐÏ ÉÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍ ŒÎÕÔÒÉ P_n. œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ P_n ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U_¯ ∩ U_˚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_¯ É x_˚ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U_¯ É U_˚ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁÍÉ t^{(¯)}˚ ≠ 0 É t^{(˚)}¯ ≠ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ t^{(¯)} ∈ U_¯ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ t^{(˚)} ∈ U_˚ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ t^{(¯)}_˚ = 1=t^{(˚)}_¯ É t^{(¯)}_i = t^{(˚)}_i =t^{(˚)}_¯ ÄÌÑ i ≠ ¯; ˚. ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t^{(˚)} Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t^{(¯)}. îÁÐÒÉÍÅÒ, P_1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÇÏÔÏŒÌÅÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÏÐÉÊ A^1 ÐÕÔÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ≠ 0 ÔÏÞËÉ t ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Ó ÔÏÞËÏÊ 1=t ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.

3.5.3. óìåäóôœéå. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP_1, RP_2 É RP_3 ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1, ÌÅÎÔÅ íčÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ËÒÕÇÏÍ ÇÒÁÎÉÃÅÊ^3, É ÇÒÕÐÐÅ ìÉ SO(3; R) ŒÒÁ- ÝÅÎÉÊ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ CP_1, ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2.

3.6. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. ëÁË É Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_˚ ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ, ÞÔÏ É ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÔÉÍÉ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑÍÉ ÉÄÅÁÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÍ, Ô. Å. ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, É ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ

I = ⊕I_d ; ÇÄÅ I_d = I ∩ S^dV^∗ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ I_mI_n ⊂ I_{m+n})

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÅ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

3.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ A^n | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ~X ⊂ P_n, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒ- ÔÏÊ U_0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó X. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë X ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ŒÓÅÍ ÅÇÏ ÁÓÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ~X ⊂ P_n ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ~f_˚ (x_0; x_1; : : : ; x_n) = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

f_˚ (t_1; t_2; : : : ; t_n) = 0 ;

ÚÁÄÁÀÝÉÈ X ⊂ A^n, ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ t^{m1}_1 · · · t^{mn}_n ÎÁ ÍÏÎÏÍ^4 x^{deg f˚ −} P m_i

0 x^{m1}_1 · · · x^{mn}_n ÓÔÅÐÅÎÉ deg f_˚ .

îÁÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ t_1 = t^3_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ

x^2_0x_1 = x^3_2 ;

ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÐÁÒÁÂÏÌÕ t^2_0 = t^3_2, ÉÍÅÀÝÕÀ ËÁ- ÓÐÉÄÁÌØÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ^5 Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

3.7. çÌÁÄËÏÓÔØ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. ðÒÑÍÁÑ ‘ ⊂ P_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X ⊂ P_n Œ ÔÏÞËÅ p ∈ X, ÅÓÌÉ p ∈ ‘ É ÌÉÂÏ ‘ ⊂ X ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ X, ÌÉÂÏ ÔÏÞËÁ p

3ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÌÅÎÔÙ íčÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÒÕÇÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 4ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ˚-ÔÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ti = xi=x0 É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ x^{deg f˚}_0 5Ô. Å. ĂÏÓÔÒÉčĄ ÉÌÉ ĂÔÏÞËÕ ŒÏÚŒÒÁÔÁĄ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ‘∩X. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ‘ = P_1 ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ X.

åÓÌÉ X = V (f) ⊂ P_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÉ d Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(x) = 0, p ∈ X, Á q ∈ P_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ‘ = (pq) Ó X Œ ÔÏÞËÅ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(#_0p + #_1q) ∈ k[#_0; #_1], ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ f ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x = #_0p + #_1q, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ #^2_0. úÎÁÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÉÓÁÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ { ôÅÊÌÏÒÁ:

f(#_0p + #_1q) = � i+j=d

f_{i;j}(p; q) · #^i_0#^j_1 ;

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f_{i;j} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ (p; q) ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (i; j) :

f_{i;j}(p; q) = � d i � ~f(p; : : : ; p � � �_i ; q; : : : ; q

� � �_j ) = 1 i! @^i_pf(q) = 1 j! @^j_q f(p) ; (3-3)

(ÚÄÅÓØ ~f ∈ Sym^dV^∗ ⊂ V^{∗⊗d} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ^6 f ∈ S^dV^∗, Á

@^i_pf = @_p@_p · · · @_pf É @^j_q f = @_q@_q · · · @_qf

ÓÕÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ i-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ f Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ p É j-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ f Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ).

ðÏÓËÏÌØËÕ f_{d;0}(p; q) = f(p) = 0, f(#_0p + #_1q) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ #^2_0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_{d−1;1}(p; q) = 0. œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ q, ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ ŒÉÄ � i @f @x_i

(p) · q_i = 0 :

åÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, Ô. Å. ÎÅ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ f ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ V (f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ(ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ) Œ ÔÏÞËÅ p. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ Œ ÔÏÞËÅ p. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄËÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ.

îÅÏÓÏÂÏÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË q ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÑÍÁÑ (pq) ËÁ- ÓÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ p, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë X = V (f) Œ ÔÏÞËÅ p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pX. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÏÓÏÂÏÓÔØ ÔÏÞËÉ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ V (f) Œ p Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ � 2, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

3.8. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X × Y ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X, Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. åÇÏ ÁÔÌÁÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ U × W , ÇÄÅ U ⊂ X, W ⊂ X ÓÕÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÁÒÔÙ ÎÁ X, Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ P_{n1} × P_{n2} × · · · × P_{nm} , Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ m ÇÒÕÐÐ ÐÏ n_1; n_2; : : : ; n_m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

3.8.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏŒ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m � 2 ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1; d_2; : : : ; d_m, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÉÚ n^∘ 3.4.2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

R ⊂ S_{d1} × S_{d2} × · · · × S_{dm} ;

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÉÚ m ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ S_1; S_2; : : : ; S_m ⊂ P_n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ � S_˚ ≠ ∅. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, Ô. Å. ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ- ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÍÕÌØÔÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍ (f_1; f_2; : : : ; f_m) ∈ S^{d1} V^∗ × S^{d1} V^∗ × · · · × S^{dm} V^∗ , ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S_1; S_2; : : : ; S_m.

6Ô. Å. ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ d ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÉÚ V , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ef (x; : : : ; x) = f(x) ðÕÓÔØ I ⊂ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÁÍÉ f_˚ . õÓÌÏŒÉÅ � S_˚ = ∅ Œ P(V ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V (I) ⊂ A(V ) ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 1.5.2, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ S^dV^∗ ⊂ I ∀ d ≫ 0, ÞÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ∀ d ≫ 0 k-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

¯_d : S^{d−d1} V^∗ ⊕ S^{d−d2} V^∗ ⊕ · · · ⊕ S^{d−dm} V^{∗ (g0 ;g1; :::; gn) →} P g_˚ f_˚ �

S^d (3-4)

œ ÓÔÁÎÄÁÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ¯_d ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_˚ . ðÒÉ d ≫ 0 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3-4) (ŒÅÄÕÝÁÑ ÓÅÂÑ ËÁË m� ˚=1 �_{n+d−d˚} n � ∼^m_{n!} d^n) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ (ŒÅÄÕÝÅÊ ÓÅÂÑ ËÁË

�_{n+d} n � ∼^1_{n!} d^n). ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÎÅÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (3-4) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, Ô. Å. ŒÓÅ Åč ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÉÎÏÒÙ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ. éÔÁË, R ÚÁÄÁčÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÒÁŒÎÅÎÙ Ë ÎÕÌÀ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÙ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ¯_d Ó d ≫ 0. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÜÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÅ. ôÁËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ- ÔÅ ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏŒ. ïÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ m; n; d_1; d_2; : : : ; d_m É Åč ÑŒÎÏÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÏÍ ÄÅÌÉËÁÔÎÙÍ^7.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, n = 1 É m = 2, Ô. Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÁÒÕ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ t = (t_0 : t_1)

A(t) = a_0 t^r_1 + a_1 t_0 t^{r−1}_1 + a_2 t^2_0 t^{r−2}_1 + · · · + a_{r−1} t^{r−1}_0 t_1 + a_r t^r_0

B(t) = b_0 t^s_1 + b_1 t_0 t^{s−1}_1 + b_2 t^2_0 t^{s−2}_1 + · · · + b_{s−1} t^{s−1}_0 t_1 + b_s t^s_0

(3-5)

(ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÐÁÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x=1 = t_0=t_1). ðÒÉ d = r + s − 1 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3-4) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÁŒÏÊ^8, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_d ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

S^{r−1}U ⊕ S^{s−1}V^{∗ (h1(t);h2(t))→A(t)h1(t)+B(t)h2(t)} � S^{r+s−1}V^∗ ; (3-6)

É ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ

det

� � � � � � � � � � � � a_0 a_1 : : : a_r a_0 a_1 : : : a_r .. . .. . .. . a_0 a_1 : : : a_r b_0 b_1 : : : b_s b_0 b_1 : : : b_s .. . .. . .. . b_0 b_1 : : : b_s

� � � � � � � � � � � � � � � s+r

� � � � � s � � � � � r (3-7)

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ- ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[ff^′; ff^{′′}; fi^′; fi^{′′}] ÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ff^′ = (ff^′_1; ff^′_2; : : : ; ff^′_n) ; ff^{′′} = (ff^{′′}_1 ; ff^{′′}_2 ; : : : ; ff^{′′}_n) ; fi^′ = (fi^′_1; fi^′_2; : : : ; fi^′_m) ; fi^{′′} = (fi^{′′}_1 ; fi^{′′}_2 ; : : : ; fi^{′′}_m) ;

ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A(t) =^r � i=0 (ff^′_it_1 − ff^{′′}_i t_0) , B(t) =^s � i=0 (fi^′_it_1 − fi^{′′}_i t_0). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

R_{AB}^{def}= � i;j � ff^′_ifi^{′′}_j − ff^{′′}_i fi^′_j � = r� i=1 B(ff_i) = (−1)^{rs} s� j=1 A(fi_j ) ;

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÐÁÒÙ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ (3-5). òÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÂÉÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (rs; rs) ÐÏ (ff; fi) É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A É B ÉÍÅÀÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ,

7ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏŒ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ËÎÉÇÁ I. M. Gelfand, M. M. Kapranov, A.V. Zelevinsky. Discriminants, resultants, and multidimensional determinants. [Springer, 1994], Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏ- ÞÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÙ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ 8É ÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÉ ÍÅÎØÛÉÈ d É ÂÏÌØÛÅ ÐÒÉ Â«ÏÌØÛÉÈ

24 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÌÉÞÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ÎÕÌÑ ÎÁ P_1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ^9 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ (ff; fi) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ff^′_ifi^{′′}_j −ff^{′′}_i fi^′_j = 0, ÔÏ (ff^′_it_1 − ff^{′′}_i t_0) = (fi^′_it_1 − fi^{′′}_i t_0) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, É ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÅÌÉÔ A(t), B(t), É ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÉÄÁ A(t)h_1(t) + B(t)h_2(t). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3-6) ÎÅ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ ff^′_ifi^{′′}_j − ff^{′′}_i fi^′_j = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ R_{A;B} . ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÂÉÓÔÅÐÅÎØ (rs; rs) ÐÏ (ff; fi), ÞÁÓÔÎÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. îÁÊÄÉÔÅ Åč (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ÍÏÎÏÍÁÈ).

3.8.2. ðÒÉÍÅÒ: ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ P_1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ ’_i : A^{1 ∼}� U_i ⊂ P_1, i = 0; 1, ÐÒÉÞčÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ’^{−1}_0 (U_0 ∩ U_1) = ’^{−1}_1 (U_0 ∩ U_1) = A^1 ∖ {O} = {t ∈ A^1 | t ≠ 0} ŒÉÄÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÁÒÔ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁÒÔÙ U_{0;1} = A^1 ÓËÌÅÅÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ŒÄÏÌØ A^1 ∖ {O} ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_{01} : t → 1=t. åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~’_{01} : t → t, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÐÒÑÍÕÀ Ó ĂÒÁÚÄŒÏÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊĄ: ------------------:----------------- . ôÁËÁÑ ÐÁÔÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØÀ. œÏÚÎÉËÌÁ ÏÎÁ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÓËÌÅÊËÉ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ: ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØĄ Ó A^1 ∖ {O} ÎÁ ŒÓč A^1 = A^1 ∖ {O}.

æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË. œËÌÀÞÅÎÉÑ U_0 �^⊃ U_0 ∩ U_1^⊂ � U_1 ÚÁÄÁÀÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ U_0 ∩ U_1^⊂ � U_0 × U_1. ôÁË, ÄÌÑ P_1 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (A^1 ∖ O)^⊂ � A^2 ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ t → (t ; t^{−1}), ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÝÅÅ U_0 ∩ U_1 Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ V (xy − 1) ⊂ A^2 = U_0 × U_1. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ U_0 ∩ U_1^⊂ � A^2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ t → (t ; t), É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ | ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´∖{(0; 0)} ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ = V (x − y) ⊂ A^2.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ U; W ÎÁ X ÏÂÒÁÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ U ∩ W^⊂ � U × W ÚÁÍËÎÕÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ ⊂ X × X Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ U × W ÎÁ X × X, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÏÔÄÅÌÉÍÏ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´ ⊂ X × X ÚÁÍËÎÕÔÁ Œ X × X.

îÁÐÒÉÍÅÒ, A^n É P_n ÏÔÄÅÌÉÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Œ A^n × A^n É Œ P_n × P_n ÚÁÄÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_i = y_i É x_iy_j = x_j y_i.

3.9. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ. æÕÎËÃÉÑ X^f� k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ Åč ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ n^∘ 3.1 Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x. æÕÎËÃÉÉ U � k ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ X, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ O_X (U), É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ U −→ O_X (U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ x ∈ X É ÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O_Y (W ), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W ÔÏÞËÉ ’(x), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ ’^{−1}(W ) ÔÏÞËÉ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ’^∗(f) ∈ O_X (U). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ U ⊂ Y ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X � A^1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó O_X (X).

3.9.1. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ U^’� Y , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÌÏÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ X Œ Y . æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Œ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂÉÚ XĄ, ÉÂÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ŒÅÚÄÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

3.9.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÃÉÑ A^{n+1} = A(V )^ß� P_n = P(V ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÔÏÞËÕ A ∈ A^n Œ ÐÒÑÍÕÀ^{10} (OA) ∈ P_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁ U = A^n ∖ O. œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ A^{n ’i}� U_i = {(t_0; t_1; : : : ; t_n) ∈ P_n | t_i = 1}, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ

O_{Pn} (U_i) = k[x_1; x_2; : : : ; x_n]^{ß∗}� k[t_0; t_1; : : : ; t_n] � t^{−1}_i � = O_An+1 (D(t_i)) = O_An+1 (ß^{−1}(U_i))

9Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ĂÑŒÎÏÅĄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ĂÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈĄ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ai(ff), bj (fi)

10ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f(x_1; x_2; : : : ; x_n) Œ ~f(t_0; t_1; : : : ; t_n) = f(t_0=t_i ; : : : ; t_{i−1}=t_i ; t_{i+1}=t_i ; : : : ; t_n=t_i).

3.10. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ëÁÖÄÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ X ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Z ∩ U ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, Ô. Å. ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec_m (O_X (U)=I_Z (U)), ÇÄÅ I_Z (U) = {f ∈ O_X (U) | f|_Z ≡ 0} ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ Z ∩ U Œ U. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ U −→ I_Z (U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÉÄÅÁÌÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z ⊂ X. ïÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÕÞËÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ Z. òÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^’� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ’(X) ⊂ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ É ’ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ X É ’(X). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÁÆÆÉÎÎÙÍ (ÓÏ- ÏÔŒ. ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X^⊂ � A^m (ÓÏÏÔŒ. X^⊂ � P_m) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÅ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ- ÍÉ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

3.10.1. ðÒÉÍÅÒ: ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ Y ÏÔÄÅÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ÔÏÖÅ ÏÔÄÅÌÉÍÏ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Œ X × X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Œ Y × Y ÐÒÉ ŒÌÏÖÅÎÉÉ X × X^⊂ � Y × Y . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÔÄÅÌÉÍÏ É ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÔÉÐ.

3.10.2. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÁÆÉË ÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÕÓÔØ X^’� Y | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ ⊂ Y ×Y ÐÒÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ X ×Y^{’×IdY} � Y ×Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ `_’. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, `_’ = {(x; f(x))} ⊂ X × Y . åÓÌÉ Y ÏÔÄÅÌÉÍÏ, ÔÏ ÇÒÁÆÉË ÚÁÍËÎÕÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÁÆÉË ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Spec_m (A)^’� Spec_m (B) ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ A ⊗ B ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ 1 ⊗ f = ’^∗(f) ⊗ 1, ÇÄÅ f ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ B.

3.10.3. ðÒÉÍÅÒ: ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ëÁÖÄÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^ß� Y ÍÏ- ÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X_y = ß^{−1}(y) ⊂ X, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÔÏÞËÁÍÉ y ∈ Y . åÓÌÉ X^ß� Y , X^{′ ß′}� Y | ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÏÊ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ X^’� X^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒ (ÉÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁÄ Y ), ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ X_y Œ X^′_y ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y , Ô. Å. ÅÓÌÉ ß = ß^′∘’. óÅÍÅÊÓÔŒÏ X^ß� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÉÌÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÄ Y ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ X_0 × Y^{ßY}� Y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X_0.

3.10.4. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ p ∈ P_n. ðÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ P_n, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ≃ P_{n−1}, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ p ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔØÀ H ⊂ P_n. çÒÁÆÉË ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ B_p = {(‘; q) ∈ E ×P_n | q ∈ ‘} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÔÏÞËÉ p ∈ P_n. ðÒÏÅËÃÉÑ B_p^{œp}� P_n ÂÉÅËÔÉŒÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁÄ P_n ∖ {p}, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ p ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó E, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 Œ B_p. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ. œÔÏÒÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ

B_p^{%E}� E

ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ B_p ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ E, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ q ∈ E | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ (pq) ⊂ P_n. üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÄ E.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ p ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ŒËÌÅÊËÏÊ Œ ÏÂÒÁÚÏŒÁŒÛÅÅÓÑ ÔÏÞÅÞÎÏÅ ÏÔŒÅÒÓÔÉÅ ÃÅÌÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÅÇÏ ŒÓÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÙÅ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÔÏÞËÅ p ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÍÙ ÐÏÐÁÄÁÌÉ Œ ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E.

åÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t_0 : t_1 : : : : : t_n) ÎÁ P_n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ p = (1 : 0 : : : : : 0), É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ E Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ H = {(0 : q_1 : : : : : q_n)} ⊂ P_n, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (q; t) ∈ B_p ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ rk � � 1 0 · · · 0 0 q_1 · · · q_n t_0 t_1 · · · t_n

� � = 2 ; ÉÌÉ q_it_j = q_j t_i ∀ 1 � i ¡ j � n :

26 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B_p ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ H × P_n.

3.11. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^’� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓ- ÌÉ ’(Z) ⊂ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Z ⊂ X. ìÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ. éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ n^∘ 2.5.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÚÁ- ÍËÎÕÔ.

3.11.1. ìåííá. ðÒÏÅËÃÉÑ P_m × A^{n ß}� A^n ÚÁÍËÎÕÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ t ÎÁ P_n É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x ÎÁ A^n. úÁÍËÎÕ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ P_m × A^n ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_˚ (t; x) = 0 (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏ t). åÇÏ ÏÂÒÁÚ ß(X) ⊂ A^n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË p, ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÍÅÓÔÏ x ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_˚ (t; p) = 0 ÎÁ t, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ P_n. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 3.8.1, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍ f_˚ (t; p), ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ p, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. □

3.11.2. óìåäóôœéå. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ X ×Y � Y ÚÁÍËÎÕÔÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÁÒÔÙ Œ Y , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Y ÁÆÆÉÎÎÙÍ. ôÏÇÄÁ X × Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ P_m ×A^n, É ÎÁÛÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P_m × A^n � A^n ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X × Y ⊂ P_m × A^n. □

3.11.3. óìåäóôœéå. åÓÌÉ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ, Á Y ÏÔÄÅÌÉÍÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^’� Y ÚÁÍË- ÎÕÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Z ⊂ X ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z × Y ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ X × Y . ðÏÓËÏÌØËÕ Y ÏÔÄÅÌÉÍÏ, ÇÒÁÆÉË `_’ ⊂ X ×Y ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔ. îÏ ’(Z) ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ `_’ ∩(Z ×Y ) ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ X ×Y � Y , ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁ. □

3.11.4. óìåäóôœéå. ìÀÂÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X Œ ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (Ô. Å. ÓÔÑÇÉŒÁÅÔ X Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, O_X (X) = k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^’� A^n. âÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ A^{n xi}� A^1, ÍÙ ÓŒÏÄÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 1. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ A^1 Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P_1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÎÅÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � P_1, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔ É ÓŒÑÚÅÎ, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. □