îíõ. œÅÓÎÁ 2007. áÌÇÅÂÒÁ{4 (2 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6

ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ

á6⋄1. òÁÚÒÅÛÉÍÏ ÌÉ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÂÝÅÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 +px+q = 0 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F(p; q), ÅÓÌÉ char F = 2 ?

á6⋄2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ≠ 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌÙ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ.

á6⋄3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

Á) ËŒÁÄÒÁÔ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ? Â) ÕÇÏÌ, ŒÔÒÏÅ ÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ? Œ) ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 7-ÕÇÏÌØÎÉË? Ç) ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 17-ÕÇÏÌØÎÉË?

á6⋄4. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒčÈÞÌÅ- ÎÁ x^3 + px + q ∈ Q[x] Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ D = −4p^3 − 27q^2.

á6⋄5. îÁÊÄÉÔÅ^1 ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

Á) x^3 − 3 x + 1 Â) x^3 + x^2 − 2 x − 1 Œ) x^3 − x + 1 Ç) x^3 + 2 x^2 + x + 1 . á6⋄6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Z=(p) É ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ.

á6⋄7. ðÕÓÔØ K | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É p ⊂ K | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k = Q(K) É k_p = Q(K=p) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÎÁÄ k ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÎÁÄ k_p ÅÇÏ ÒÅÄÕËÃÉÉ f_p = f (mod p).

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ #_1; #_2; : : : ; #_n ËÏÒÎÉ f Œ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ = #_1t_1 + #_2t_2 + · · · + #_nt_n ∈ F[t_1; t_2; : : : ; t_n]. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ F[x; t_1; t_2; : : : ; t_n] ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t_1; t_2; : : : ; t_n, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x; t_1; t_2; : : : ; t_n) = ∏ œ∈S_n

œ(x−)

ÌÅÖÉÔ Œ k[x; t_1; t_2; : : : ; t_n]. ðÕÓÔØ F^′ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ F Œ k[x; t_1; t_2; : : : ; t_n]; ÔÏÇÄÁ Gal_k(f) ≃ {œ ∈ S_n | œ(F^′) = F^′}.

á6⋄8. ðÕÓÔØ ÒÅÄÕËÃÉÑ f_p = f (mod p) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x] ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ F_p[x] ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_s. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ f_p ÎÁÄ F_p ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n).

á6⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Á) x^5 − x − 1 Â) x^4 + 2 x^2 + x + 3 á6⋄10. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÎÁÄ Q.

1Ô. Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ Œ ŒÉÄÅ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ (ÓËÁÖÅÍ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ