îíõ. ïÓÅÎØ 2006. áÌÇÅÂÒÁ{3 (2 ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 1

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ, ÉÄÅÁÌÙ É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

óÏÇÌÁÛÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ, ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ Œ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ 1 ∈ S É s_1; s_2 ∈ S ⇒ s_1s_2 ∈ S. ëÏÌØÃÏÍ ÞÁÓÔÎÙÈ (ÉÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ) ËÏÌØÃÁ A ÐÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ S ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^{−1}A ËÌÁÓÓÏŒ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ a=s Ó a ∈ A, s ∈ S ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

a_1=s_1 = a_2=s_2^{def}⇐⇒ ∃ s ∈ S : s(a_1s_2 − a_2s_1) = 0 : (1)

òÁÄÉËÁÌÏÍ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ √ a^{def}= {a ∈ A | a^n ∈ a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N} . äÌÑ ÉÄÅ- ÁÌÁ I ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] (k | ÐÏÌÅ) ÞÅÒÅÚ V (I) = {p ∈ A^n(k) | f(p) = 0 ∀ f ∈I } ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÎÕÌÅÊ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^n(k), Á ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ A^n ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ I(X) = {f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] | f(p) = 0 ∀ p ∈ X } ÉÄÅÁÌ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ X. íÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ A^n ŒÉÄÁ V (I) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÍÉ ÎÁÄ k; Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ k[X]^{def}= k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=I(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

á1⋄1^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

á1⋄2^∘. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (1) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔ S^{−1}A ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_S : A^{a→a=1} � S^{−1}A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ: ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A� B, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ S Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ B, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A^S� S^{−1}A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ = _S ∘˘_S . ïÐÉÛÉÔÅ ker ˘_S.

á1⋄3. ðÕÓÔØ J = (xy; yz; zx) ⊂ k[x; y; z]. ïÐÉÛÉÔÅ V (J) ⊂ A^3 É I(V (J)) ⊂ k[x; y; z]. îÅÌØÚÑ ÌÉ ÌÉ ÚÁÄÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄŒÕÍÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ?

á1⋄4. õËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ J = (x^2 + y^2 − 1; y − 1) ⊂ k[x; y] ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ f ∈ I(V (J)) \ J. á1⋄5. ïÐÉÛÉÔÅ V (J) ⊂ A^3 É I(V (J)) ⊂ k[x; y; z] ÄÌÑ

Á) J = (xy; (x − y)z) Â) J = (xy + yz + zx; x^2 + y^2 + z^2) á1⋄6. äÌÑ ÄŒÕÈ ÉÄÅÁÌÏŒ a, b ËÏÌØÃÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ab ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ab Ó a ∈ a, b ∈ b . œÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ Á^∘) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab ÕÖÅ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ ;

Â) ab = a ∩ b Œ) ab = a ∩ b, ËÏÇÄÁ a + b = A.

á1⋄7. éÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÒÏ ÉÄÅÁÌÙ I; J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ŒÅÒÎÙÅ | ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÎÅŒÅÒÎÙÅ | ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁÍÉ: Á) √ IJ = √ I ∩ J Â) √ IJ = √ I √ J Œ) I = √ I & J = √ J ⇒ IJ = √ IJ á1⋄8 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ). äÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ k[X] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (I) ⊂ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÁ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (I) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X; Â) Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, X ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÏ).

á1⋄9. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ËÏÌÅÃ ÎčÔÅÒÏŒÙ? Á) A[[t]] , ÇÄÅ A ÎčÔÅÒÏŒÏ;

Â) f(z) ∈ C[[z]], ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ŒÓÀÄÕ Œ C; Œ) {p(z)=q(z) ∈ C(z) | q(z) ≠ 0 ÐÒÉ |z| ⩽ 1}; Ç) {f ∈ C[x; y] |^{@i+j}_{@xi@yj} f = 0 ÐÒÉ 0 ⩽ i + j ⩽ n} (n ∈ N ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ). Ä^*) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ^1.

1ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k