§2. áÆÆÉÎÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÏŒÁÒÉË.

îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

2.1. áÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ Œ n^∘ 1.5, ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ A^n, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_˚(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ X = V (J). áÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A¸ (k), ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A^n ⊃ X^’� Y ⊂ A^m ; (2-1)

ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÔÏÞËÕ x = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ X Œ ÔÏÞËÕ y = (y_1; y_2; : : : ; y_m) ∈ Y , ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ y_i = ’_i(x_1; x_2; : : : ; x_n) ÓÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ ’_i ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A¸ (k) ÁÎÔÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ A‘g(k) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ^1 k-ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÉÈ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ). ëŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ A¸ (k) É A‘g(k) ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍÉ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

X −→ Hom_{Aff (k)}(X; A^1) ; (2-2) A −→ Hom_{A‘g(k)}(A; k) ; (2-3)

ÇÄÅ ÏÂSSÅËÔ A^1 = k Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ), Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ËÁË k-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÏÂSSÅËÔ A^1 = k ÎÅÓčÔ ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÒÁÚÕ ÏÂÅ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ | É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ k, É k-ÁÌÇÅÂÒÙ | ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_{Aff (k)}(X; A^1) ÉÚ (2-2) (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_{A‘g(k)}(A; k) ÉÚ (2-3) | (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

2.1.1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X ⊂ A^n Œ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ A^1 ≃ k ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X^f� k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÕÀ k-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ

k[X]^{def}= Hom_{Aff (k)}(X; k) ≃ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=I(X) ;

(ÇÄÅ I(X) ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ X) Œ ÁÌÇÅÂÒÅ k^X ŒÓÅÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. üÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ (ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

2.1.2. ìåííá. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A = k[X] ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÄÁÄÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, Ô. Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Åč Œ ŒÉÄÅ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A = k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=I. ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]) f^n ∈ I ⇒ f ∈ I. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÄÅÁÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ I ÒÁÄÉËÁÌÅÎ: I = √ I É, ÐÏ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÕÌÑÈ, I = I(V (I)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X = V (I) ⊂ A^n. □

2.1.3. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ p ∈ X ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ X ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_p : k[X]^{f→f(p)} � k :

1ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, Ô. Å. a^n = 0 ⇒ a = 0

ïÎ ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ) É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÃÁÃÉÀ

ev_p : k[X]^{f→f (mod mp)}� k[X] m_p = k ÐÏ ÓŒÏÅÍÕ ÑÄÒÕ m_p^{def}= ker ev_p = I({p}) = {f ∈ k[X] | f(p) = 0}, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ k[X] É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÔÏÞËÉ p ∈ X. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec_m (A). ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÐÅËÔÒÁ m ∈ Spec_m A ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_m : A^{a→a (mod m)} � A=m ;

ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ A=m ⊃ k, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË k-ÁÌÇÅÂÒÁ. îÁÄ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÜÔÏ ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ A=m = k (ÓÍ. n^∘ 1.3.1 { n^∘ 1.3.2), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Spec_m A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ k.

2.1.4. ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ p ←→ ev_p ←→ m_p = ker(ev_p) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ k[X] � k, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÎÁ k, É ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ k[X].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ ŒÙÛÅ^2. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÅ p ∈ X ⊂ A^n Åč ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m_p = ker ev_p = I({p}) ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ p ≠ q ŒÓÅÇÄÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁÄ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÑ A^{n f}� k ÚÁÎÕÌÑÀÝÕÀÓÑ Œ p É ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ q. þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ k[X] = k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=I(X) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m_p = ker ev_p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ X, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ~m ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÉÄÅÁÌÁ m. ðÏÓËÏÌØËÕ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=~m = k[X]=m = k, ÉÄÅÁÌ ~m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ I(X). ðÏ ÓÌÁÂÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÕÌÑÈ V (~m) ≠ ∅, Ô. Å. ~m ⊂ m_p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ A^n, ÐÒÉÞčÍ p ∈ X (ÐÏÓËÏÌØËÕ I(X) ⊂ ~m), Á ÚÎÁÞÉÔ m = m_p (ÐÏÓËÏÌØËÕ m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ). □

2.1.5. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÄŒÅ ÌÅÍÍÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÉŒÅÄčÎ- ÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Hom_{Aff (k)}(X; k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ X, ÐÒÉÞčÍ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom_{A‘g(k)}( ∗ ; k) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 6.8 ÉÚ n^∘ 6.3.1 ÚÁÐÉÓÏË ËÕÒÓÁ ĂáÌÇÅÂÒÁ { 3Ą, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÔÏÒ (2-2) ÚÁÄÁčÔ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÎÁÍ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, Ô. Å. ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ ŒÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_1^’� M_2 ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑ- ÔÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÓÅÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M_2 Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M_1

’^∗ : k^{M2 f→f∘’} � k^{M1} ; (2-4)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ M_2^f� k Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ M_1^’� M_2^f� k . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

A^n ⊃ X^’� Y ⊂ A^m ;

2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ’ → ker ’ É ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ) ÐÏÌÅÍ k ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A^’� k, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁ k, Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A; ÏÄÎÁËÏ, ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÅ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÑÄÒÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ k; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev^√_{−1} : R[x]^{f →f}

(^√−1) � C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ R-ÁÌÇÅÂÒÙ R[x], ÎÏ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÑÄÒÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ R[x] � R, ÐÏÓËÏÌØËÕ codim_R ker ev^√_{−1} = 2

12 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X, Ô. Å. ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ k[Y ]^{’∗}� k[X]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ y = (y_1; y_2; : : : ; y_m) ∈ Y , ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ y_i = ’_i(x_1; x_2; : : : ; x_n) ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ’_i ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], ÔÏ ’^∗(y_i) = ’_i (mod I(X)) ∈ k[X].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÓÏÏÔŒ. ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) X � Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÇÌÁÄËÉÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^0(Y ) Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^0(X) (ÓÏÏÔŒ. ÁÌÇÅÂÒÕ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^∞(Y ) Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^∞(X)).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÁÌÇÅÂÒ k[Y ]� k[X] ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ

X = Spec_m k[X]^∗� Spec_m k[Y ] = Y ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ k[X]^{ev}� k Ó ÑÄÒÏÍ m ∈ Spec_m k[X] ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ k[Y ]� k[X]^{ev}� k Ó ÑÄÒÏÍ ^∗m == ^{−1}(m) ∈ Spec_m k[X].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ Hom_{Aff (k)}(X; Y )^{’↔’} ∗ � � Hom_{A‘g(k)}(k[Y ]; k[X]) ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ (Ô. Å. ÞÔÏ ’^{∗∗} = ’).

éÔÁË, ÆÕÎËÔÏÒ (2-2), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, É ÚÁÄÁčÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏ ÐÏÌÅ k, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ∗ = Spec_m k, Ô. Å. k = k[∗]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ k[X]^{evp}� k ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÀ ∗^{ev} ∗ p� X, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ p, É ÉÚ ÕÐÒ. 2.2 ÍÙ ÅÝč ÒÁÚ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Spec_m X = Hom_{Aff (k)}( ∗ ; X) = Hom_{A‘g(k)}(k[X]; k).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Spec_m (A) ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÈ ËÁË ŒÌÏÖÅÎÉÅ Spec_m (A)^’� A^n ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ k[X]^A_∼� ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ k[X] Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ A. œÙÂÏÒ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ŒÙÂÏÒÕ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÄÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, Ô. Å. ÆÉËÓÁÃÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A ≃ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=I. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ (2-3) Œ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á ÎÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ (ËÁË Œ n^∘ 6.3.1 ÚÁÐÉÓÏË ËÕÒÓÁ ĂáÌÇÅÂÒÁ { 3Ą) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ É ÎÁÄÅÌÉÔØ Spec_m A ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÅËÃÉÅÊ Spec_m A ≃ V (I) ⊂ A^n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. óÌÅÄÕÑ ÕÐÒ. 6.8 ÉÚ n^∘ 6.3.1 ÚÁÐÉÓÏË ËÕÒÓÁ ĂáÌÇÅÂÒÁ { 3Ą, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÆÕÎËÔÏÒ (2-3) ÂÕÄÅÔ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÅÎ Ë (2-2).

2.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÑÍÁÑ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ. ôÏÞËÉ ÓÐÅËÔÒÁ Spec_m k[t] ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ A^1 = k, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ k[t]^{ev}� k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÏÂÒÁÚÁ ev(t) = ˘ ∈ k (Á ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ k[t] | ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ŒÉÄÁ ((t − ˘))). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÏÒÁÎÁ Spec_m k[t; t^{−1}] ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ c ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÏ ÎÕÌÑ A^1 ∖ {0} = k^∗, ÐÏÓËÏÌØËÕ ˘ = ev(t) = 1=(ev(t^{−1}) ÔÅÐÅÒØ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÌÑ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÁÄÁŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : k[x; y] (xy − 1)

(x;y)→(t;t^{−1}) ∼ � k[t; t^{−1}]

ÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÜÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ xy = 1 Œ A^2.

2.1.7. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ Spec_m A ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Spec_m A, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ m ∈ Spec_m A

ÒÁŒÎÏ a (mod m) ∈ A=m = k (ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k), ÞÔÏ ÚÁÄÁčÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A � k^{Specm A} ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ k ÎÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÁË ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a^n = b^m = 0 ŒÌÅËÕÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a−b)^{m+n−1} = 0, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÄÅÁÌ

n(A)^{def}= {a ∈ A | ∃ n ∈ N : a^n = 0} ; (2-5)

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉÌØ- ÒÁÄÉËÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A É Spec_mA = Spec_{m red}, ÇÄÅ ÁÌÇÅÂÒÁ

A_{red}^{def}= A=n(A) :

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A_{red} ÎÕÌÅŒÏÅ, ÉÂÏ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X = Spec_m A_{red}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó n(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

ðÁÒÁ (A; Spec_m A), ÇÄÅ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. éÎÔÕÉÔÉŒÎÏ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ | ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X = Spec_m A_{red}, ËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÄÅÁÌÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÄÉÒÕÀÔ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ĂÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÅĄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ X.

2.1.8. ðÒÉÍÅÒ: ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X; Y ⊂ A^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

X ∩ Y^{def}= V (I(X) + J(X)) ;

Ô. Å. ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ X É Y . åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ A = k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=(I(X) + J(X)) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X; Y ⊂ A^2 ÚÁÄÁÎÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ y−x^2 = 0 É y = 0, ÔÏ A = k[x; y]=(y−x^2; y) ≃ k[x]=(x^2) ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, Á ÓÁÍÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x = y = 0 (ÔÅÏÒÅÔÉËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ Spec_m A_{red}). œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X ∩ Y ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Spec_m A_{red}, ÎÏ ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÁÒÕ (A; Spec_m A) ÎÁ Spec_m A ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÔÅÒÑÔØ ŒÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚŒÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÅÏÒÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÓÈÅÍÙ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

2.2. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A‘g(k) ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ k-ÁÌÇÅÂÒ A, B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ⊗ B Ó ÐÁÒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

A^ff� A ⊗ B �^fi B ; (2-6)

ËÏÔÏÒÙÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙ^3 Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

A^’� C � B

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A ⊗ B^{’⊗} � C ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

’ = (’ ⊗ )∘ff ; = (’ ⊗ )∘fi :

3É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÏÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØÀ

14 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ëÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, ÁÌÇÅÂÒÁ A⊗B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^4 A É B (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k[x] ⊗ k[y] ≃ k[x; y]), ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(a_1 ⊗ b_1) · (a_2 ⊗ b_2) = (a_1a_2) ⊗ (b_1b_2) ;

Á ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (2-6) ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

A^{ff : a→a⊗1} � A ⊗ B �^{fi : b→1⊗b} B

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ A ⊗ B ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏ- ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÉ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (2-2) ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

2.2.1. ìåííá. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A ⊗ B ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÐÒÉŒÅ- ÄčÎÎÙÈ k-ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: Spec_m (A ⊗ B) = Spec_m (A) × Spec_m (B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÉÅËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Spec_m (A) × Spec_m (B) ≃ Spec_m (A ⊗ B) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ (p; q), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÐÁÒÏÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ A^{evp}� k, B^{evq}� k, Œ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ A ⊗ B � k, ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÍÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. áÌÇÅÂÒÁ A ⊗ B ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ A É B, ËÏÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ⊗ B ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑ- ËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h ∈ A ⊗ B, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Spec_m (A ⊗ B), ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h Œ ŒÉÄÅ � f_˚ ⊗ g_˚ Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g_˚ ∈ B. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ev_p ⊗ ev_q )h = 0, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÇÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ (p; q) ∈ Spec_m (A ⊗ B), ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÍ p ∈ Spec_m A ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ � f_˚ (p) · g_˚ ∈ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ Spec_m B É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Ë. ÁÌÇÅÂÒÁ B ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ f_˚ (p) ÎÕÌÅŒÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p, Ô. Å. f_˚ ∈ A ÚÁÄÁÀÔ ÎÕÌÅŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Spec_m A. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, f_˚ = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, É h = 0. □

2.3. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X = Spec_m A ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A. üÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ É ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ X, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

V (I) = {x ∈ X | f(x) = 0 ∀ f ∈I } = {m ∈ Spec_m A | I ⊂ m} ;

ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I ⊂ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ V (I) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ∅ = V (1); X = V (0); � V (I_˚ ) = V � I_˚ � , ÇÄÅ � I_˚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ � f_˚ Ó f_˚ ∈ I_˚ ; V (I) ∪ V (J) = V (IJ), ÇÄÅ IJ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab Ó a ∈ I, b ∈ J.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ k[X] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎ, ËÁÖÄÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ:

V (I) = V (f_1; f_2; : : : ; f_m) = ∩_˚ V (f_˚ ) :

4ÈÏÔÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ k-ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÎÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ P ˘˚ e˚ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ei); ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÔÁË, A ⊗ B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ P a˚ ⊗ b˚ Ó a˚ ∈ A, b˚ ∈ B É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ D(f)^{def}= X \ V (f) = {x ∈ X | f(x) ≠ 0} :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ | ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

œÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ, É Åč ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÐÒÉŒÙÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ: ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÓËÏÒÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÖÅÌÉ ĂÂÌÉÚÏÓÔÉĄ.

2.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ X = X_1 ∪ X_2 ÓŒÏÉÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1; X_2 ⊊ X. œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ | ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÁÌÉÞÉÀ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ k[X]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ X = X_1 ∪ X_2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÁ X_i ≠ X; ∅, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ f_1; f_2 ∈ k[X] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f_1 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ X_1, Á f_2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ X_2, É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f_1f_2 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓčÍ X, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ k[X].

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ {g(x) = 0} ⊂ A^n ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ (ÓÔÅÐÅÎÅÊ) ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ.

2.3.2. ôåïòåíá. ëÁÖÄÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ X = � X_i Œ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ^5 X_i ⊂ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ X_i ⊄ X_j ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ i ≠ j.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ: ÅÓÌÉ X ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÍÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÛÁÇÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ X = Z_1 ∪ Z_2, ÇÄÅ Z_{1;2} | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÈ ÛÁÇÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ X = � Z_˚ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ Z_˚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔ- ÓÑ, É, ŒÙËÉÄÙŒÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ Z_˚ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ X ⊋ Y_1 ⊋ Y_2 ⊋ : : : , ÉÄÅÁÌÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÑÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ (0) ⊊ I_1 ⊊ I_2 ⊊ : : : , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ k[X].

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Y ⊂ Z_1 ∪ Z_2 ÄÌÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Y É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ Z_i ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Y ⊂ Z_1 ÉÌÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Y ⊂ Z_2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÂÙ ÉÍÅÌÉ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Y = (Y ∩Z_1)∪(Y ∩Z_2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ X_1 ∪X_2 ∪ : : : ∪X_n = Y_1 ∪Y_2 ∪ : : : ∪Y_m ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ X_1 ⊂ Y_ff ⊂ X_fi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ff, fi, ÏÔËÕÄÁ X_1 = Y_ff = X_fi . œÙËÉÄÙŒÁÅÍ X_1 É Y_ff É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ. □

2.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ĂÂÏÌØÛÉÅĄ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÒÕÂÁ É, ËÁË ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ, ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ. åÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1; U_2 ⊂ X ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X = (X \ U_1) ∪ (X \ U_2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É f; g ∈ k[X]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f|_U = g|_U ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X, ÔÏ f = g Œ k[X]. õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÁÞÅ X = (X ∖ U) ∪ V (f − g).

2.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ X × Y ÔÏÎØÛÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ X É Y , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ Z ⊂ X × Y ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X, Y . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X = Y = A^1, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ V (xy − 1), ÚÁÍËÎÕÔÁ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ A^1 × A^1 = A^2, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ A^1 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.

2.3.5. ìåííá. œÓÑËÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÅÎ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

5ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ’^{−1}(Z) ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Z = V (I) ⊂ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 0 = f(’(x)) = ’^∗f(x) ∀ f ∈ I , Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ Œ k[X] ÏÂÒÁÚÏÍ ’^∗(I) ÉÄÅÁÌÁ I ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ k[Y ]^{’∗}� k[X]. □

2.4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ k[Y ]^{’∗}� k[X] ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ É ŒÌÏÖÅÎÉÑ:

k[Y ] � k[Y ]= ker(’^∗) = im (’^∗)^⊂ � k[X] : (2-7)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ k[Y ] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, Á ÁÌÇÅÂÒÁ k[X] ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, ÁÌÇÅÂÒÁ k[Y ]= ker(’^∗) = im (’^∗) ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Z = Spec_m (im (’^∗)) ≃ V (ker(’^∗)) ⊂ Y . éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ k[Z]’^∗_1k[X] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ k[Z], ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ’_1(X) ⊂ Z, Ô. Å.ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ’_1(X) Œ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Z = ’(X) ⊂ Y , É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ (2-7) ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

X^{’1}� Z = ’(X)^{⊂ ’2}� Y :

2.4.1. äÏÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. åÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ k[Y ]^{’∗}� k[X] ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^’� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ŒÙÛÅ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’(X) = Y . åÓÌÉ X ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

2.4.2. úÁÍËÎÕÔÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. íÏÒÆÉÚÍ X^’� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓ- ÌÉ ÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ k[Y ]^{’∗}� k[X] ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ X Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ V (ker ’^∗) ⊂ Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’� Y ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

X^⊂ � Y × A^{m ß}� Y ; (2-8)

ÇÄÅ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ß | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÄÏÌØ A^m.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A = k[X], B = k[Y ]. œÌÏÖÅÎÉÅ B^{⊂’∗}� A ÚÁÄÁčÔ ÎÁ A ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ B- ÁÌÇÅÂÒÙ, Ô. Å. A ≃ B[x1; x2; : : : ; xm]=J.

2.5. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X^’� Y ÁÌÇÅÂÒÁ k[X] ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ’^∗(k[Y ]) = k[’(X)] ⊂ k[X]. íÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ k[X] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÎÁÄ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ’^∗(k[Y ]) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉ k[X] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ ’^∗(k[Y ])-ÍÏÄÕÌÅÍ (Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ k[X], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ h ∈ k[X] ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ËÁË h = � ’^∗(g_i) f_i Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ g_i ∈ k[Y ]).

2.5.1. ìåííá. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^’� Y ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ X Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ’(Z) ⊂ Y , É ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Z^{’|Z}� ’(Z) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ’(Z) ≠ Y ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Z ≠ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I = I(Z) ⊂ k[X] | ÉÄÅÁÌ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ X. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Z^{’|Z}� Y ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓËŒÏÚÎÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÁÌÇÅÂÒ ’^∗_Z : k[Y ]^{’∗}� k[X] � k[X]=I. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ k[X] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÁË ’^∗(k[Y ])-ÍÏÄÕÌØ, ÁÌÇÅÂÒÁ k[Z] = k[X]=I ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[ ’(Z) ] = ’|^∗_Z (k[Y ]) = ’^∗(k[Y ])=(I ∩ ’^∗(k[Y ])). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Z � ’(Z) | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(Z) = ’(Z) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Z, ÐÒÉÞčÍ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ X ÎÁ Z, Á Y ÎÁ Z. éÔÁË, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Z^’� Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ.

îÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ k[Y ] ⊂ k[Z], ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ k[Z] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ k[Y ] ÍÏÄÕÌÅÍ, ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ k[Y ] ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ~m ∩ k[Y ] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ~m ⊂ k[Z]. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ m · k[Z], ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ m Œ k[Z], ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ Œ k[Z], ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ~m ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ m · k[Z]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m · k[Z] ≠ k[Z] ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ k[Y ].

ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É m · k[Z] ≠ k[Z] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ k[Y ]. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2; : : : ; f_m, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ k[Z] ËÁË k[Y ]-ÍÏÄÕÌØ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÀ, ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ f_i = � fi_{i˚} f_˚ Ó fi_{i˚} ∈ m. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÕÌÅŒÏÊ k[Y ]-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÑ k[Z] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ {f_˚ } ÍÁÔÒÉÃÅÊ E − (fi_{˚i}). îÏ ÔÏ- ÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det(E − (fi_{ij} )) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ k[Z]. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ k[Z] ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ det(E − (fi_{ij} )) = 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 1 ∈ m, Ô. Å. m = k[Y ] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ’(Z) ≠ Y ÐÒÉ Z ⊊ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ k[X], ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÀÝÕÀÓÑ ŒÄÏÌØ Z, É ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÌÑ ÎÅč ÃÅÌÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁÄ ’^∗(k[Y ]) ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ: f^m + ’^∗(g_1) f^{m−1} + · · · + ’^∗(g_{m−1}) f + ’^∗(g_m) = 0 . œÙÞÉÓÌÑÑ ÅÇÏ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ Z, ÐÏÌÕÞÉÍ ’^∗(g_m)(z) = 0, Ô. Å. g_m(’(z)) = 0 ∀ z ∈ Z . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ’(Z) = Y , ÔÏ g_m ≡ 0 ÎÁ Y , Á ÚÎÁÞÉÔ, ’^∗(g_m) = 0 Œ k[X]. ðÏÓËÏÌØËÕ k[X] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ f, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. □

2.6. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ k[Y ] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. åč ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ k(Y ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Y . îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ k[Y ] ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Ô. Å. ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ k(Y ), ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ k[Y ], ÌÅÖÁÔ Œ k[Y ]. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ËÁË É ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ).

2.6.1. ìåííá. œÓÑËÉÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^’� Y Œ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ Y ÏÔËÒÙÔ (Ô. Å. ’(U) ÏÔËÒÙÔÏ Œ Y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X) É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÁ Y ËÁÖÄÕÀ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ k[Y ] Ó ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ k[X] ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ’^∗. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D(f) ⊂ X ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÁŒÎÕÀ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ k[X] É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ X, ÇÄÅ f(p) ≠ 0, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ a ∈ k[Y ], ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ’(p) ∈ D(a_i) ⊂ ’(D(f)) ÎÁ Y . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ = ’×f : X^{p→(’(p);f (p))}� Y ×A^1 . ïÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ É ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ

^∗ : k[Y × A^1] = k[Y ][t]^{t→f} � k[X]

ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ t Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k[Y ] ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ f ∈ k[X], É ËÏÎÅÞ- ÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ k[Y ]-ÍÏÄÕÌØ k[X] ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[Y ][t]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ n^∘ 1.2.2, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ¯_f ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ k(Y ) ÁÌÇÅÂÒÙ k[Y ] ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ k[Y ]. ðÏÜÔÏÍÕ ker ^∗ = (¯_f ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ k[Y ][t]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ Y × A^1 ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ¯_f = 0. ðÕÓÔØ

¯_f = ¯_f (y; t) = t^m + a_1(y) t^{m−1} + · · · + a_m(y) :

ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ q ∈ Y ÏÂÒÁÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D(f) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ¯_f (q; t) ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÒÎÑ t, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ Œ ÎÕÌØ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a_i(’(p)) ≠ 0 ÄÌÑ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i. îÏ ÔÏÇÄÁ ’(p) ∈ D(a_i) ⊂ ’(D(f)), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ’ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ X = ∪X_˚ , ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_i = X \ ∪_{˚≠i} X_˚ = X_i \ ∪_{˚≠i}(X_i ∩ X_˚ ) ÏÔËÒÙÔÏ Œ X É ÐÌÏÔÎÏ Œ X_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ’(U_i) ÏÔËÒÙÔÏ, Á

Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ’(U_i) ÐÌÏÔÎÏ Œ Y , Ô. Å. ’(X_i) = ’(U_i) = Y . □