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Аффинная алгебраическая геометрия.

A0⋄1. Докажите, что максимальный спектр конечномерной как векторное пространство 𝕜-алгеб-
ры конечен, а любой конечный морфизм имеет конечные слои.

A0⋄2. Приведите пример регулярного не конечного морфизма с конечными слоями.
A0⋄3. Пусть 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] и deg 𝑓 > 0. При каком условии на вектор 𝑣 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡−ଵ, 1)

параллельная проекция гиперповерхности 𝑉(𝑓) ⊂ 𝔸௡ в направлении 𝑣 на гиперплоскость 𝑥௡ = 0
является: а) доминантной б) конечной в) сюрьективной? г) Покажите, что dim𝑉(𝑓) = 𝑛 − 1 .

A0⋄4. Докажите, что проекция аффинной гиперповерхности 𝑉(𝑓) ⊂ 𝔸௡ из любой точки 𝑝 ∉ 𝑉(𝑓)
на любую гиперплоскость 𝐻 ∌ 𝑝 доминантна.

A0⋄5. Покажите, что образ доминантного морфизма содержит открытое плотное множество.
A0⋄6 (леммаНётер о нормализации). Покажите, что любая гиперповерхность 𝑉(𝑓) ⊂ 𝔸௡ допускает

конечную сюрьекцию на некоторую гиперплоскость 𝔸௡−ଵ ⊂ 𝔸௡.
A0⋄7. Покажите, что открытое подмножество 𝑈 аффинного многообразия 𝑋 является его аффин-

ным подмногообразием¹ тогда и только тогда, когда для некоторых 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝕜[𝑈] , порож-
дающих единичный идеал в кольце 𝕜[𝑈], каждое из главных открытых подмножеств 𝑈௜ = 𝒟 ම𝑓௜ඹ
является аффинным многообразием с координатным кольцом 𝕜[𝑈௜].

A0⋄8. Для рациональной функции 𝑓 ∈ 𝕜(𝑋) покажите, что: а) если 𝑥 ∈ Dom(𝑓), то значение
𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)∕𝑞(𝑥) ∈ 𝕜 не зависит от способа записи 𝑓 = 𝑝∕𝑞 с 𝑝, 𝑞 ∈ 𝕜[𝑋] и 𝑞(𝑥) ≠ 0 б) Dom(𝑓)
открыто и плотно в 𝑋 в) отображение 𝑓 ∶ Dom(𝑓) → 𝕜, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥), непрерывно² г) идеал
𝐼௙ = {𝑞 ∈ 𝕜[𝑋] | 𝑞𝑓 ∈ 𝕜[𝑋]} порождается содержащимися в нём неделителями нуля д) Dom(𝑓) =
= 𝑋 ∖ 𝑉(𝐼௙) е) если 𝒟(ℎ) ⊂ Dom(𝑓), где ℎ ∈ 𝕜[𝑋] , то 𝑓 = 𝑔 ∕ ℎ௠ для некоторых 𝑔 ∈ 𝕜[𝑋] и
𝑚 ∈ ℤ⩾଴ ж) если 𝑋 = 𝑋ଵ ∪𝑋ଶ ∪ … ∪𝑋௠ — разложение на неприводимые компоненты, то имеется
изоморфизм³: 𝕜(𝑋) ⥲ 𝕜(𝑋ଵ) × 𝕜(𝑋ଶ) × ⋯ × 𝕜(𝑋௠) , 𝑓 ↦ ก𝑓|௑భ , 𝑓|௑మ , … , 𝑓|௑೘ข.

A0⋄9. Найдите Dom(𝑓) для а) 𝑓 = (1− 𝑦)∕𝑥 на 𝑉(𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1) ⊂ 𝔸ଶ б) 𝑓 = 𝑦∕𝑥 на 𝑉(𝑥ଷ + 𝑥ଶ − 𝑦ଶ) ⊂ 𝔸ଶ

в) 𝑓 = 𝑥ଵ∕𝑥ଷ на 𝑋 = 𝑉(𝑥ଵ𝑥ସ − 𝑥ଶ𝑥ସ) ⊂ 𝔸ସ и выясните, лежит ли 𝑓 в 𝕜[𝑋].
A0⋄10 (фактор по конечной группе). Пусть конечная группа 𝐺 действует регулярными автомор-

физмами на аффинном алгебраическом многообразии 𝑋 над алгебраически замкнутым полем
характеристики нуль. Обозначим через 𝑅 = 𝕜[𝑋]ீ ⊂ 𝕜[𝑋] подалгебру инвариантов. Покажите,
что а) 𝕜-линейный оператор ♮ ∶ 𝕜[𝑋] ↠ 𝑅, переводящий функцию 𝑓 ∈ 𝕜[𝑋] в центр тяже-
сти её 𝐺-орбиты 𝑓♮ ≝ ଵ
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𝜎𝑓 , обладает ∀ 𝑓 ∈ 𝕜[𝑋] и ∀ ℎ ∈ 𝑅 свойствами: 𝑓♮ ∈ 𝑅 , ℎ♮ = ℎ ,

(𝑓ℎ)♮ = 𝑓♮ℎ б) алгебра 𝑅 конечно порождена и не имеет нильпотентов. в) Постройте такие
аффинное алгебраическое многообразие 𝑋∕𝐺 и конечную регулярную сюрьекцию 𝜋 ∶ 𝑋 ↠ 𝑋∕𝐺,
что слои 𝜋 — это в точности 𝐺-орбиты и для любого регулярного морфизма аффинных мно-
гообразий 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌, такого что ∀ 𝜎 ∈ 𝐺 и ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 𝜑(𝜎𝑥) = 𝜑(𝑥), существует единственный
регулярный морфизм 𝜓 ∶ 𝑋∕𝐺 → 𝑌, такой что 𝜓 ∘ 𝜋 = 𝜑. г) Опишите явными уравнениями в
подходящем аффинном пространстве фактор ℂଶ∕𝐺, где 𝐺 = ℤ∕(𝑛) действует на ℂଶ по правилу
[𝑘]௡ ∶ (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑒ଶగ௜௞∕௡𝑥, 𝑒ଶగ௜௞∕௡𝑦) .

A0⋄11. Докажите, что произведение неприводимых многообразий неприводимо, и его размер-
ность равна сумме размерностей сомножителей.

¹т. е. существует аффинное многообразие 𝑌 и регулярный морфизм 𝑌 ↪ 𝑋 гомеоморфно отображающий 𝑌 на 𝑈
²в топологии Зарисского
³через 𝑓|௑೔ обозначен образ 𝑓 при гомоморфизме 𝕜(𝑋) → 𝕜(𝑋௜), продолжающем гомоморфизм 𝜑∗

௜ ∶ 𝕜[𝑋] ↠ 𝕜[𝑋௜],
отвечающий замкнутому вложению 𝜑௜ ∶ 𝑋௜ ↪ 𝑋
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