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Многочлены и аффинные алгебраические многообразия.

A⋄1. Вычислите результант: а) 𝑥ଷ − 3𝑥ଶ + 2𝑥 + 1 и 2𝑥ଶ − 𝑥 − 1 б) 2𝑥ସ − 𝑥ଷ + 3 и 3𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 4
в) 2𝑥ଷ − 3𝑥ଶ − 𝑥 + 2 и 𝑥ସ − 2𝑥ଶ − 3𝑥 + 4 г*) круговых многочленов 𝛷௡ и 𝛷௠

A⋄2. Исключите 𝑥 из уравнений: а) 𝑥ଶ−𝑥𝑦+𝑦ଶ−3 = 𝑥ଶ𝑦−𝑥𝑦ଶ−6 = 0 б) 4𝑥ଶ−7𝑥𝑦+𝑦ଶ+13𝑥−2𝑦−3 =
= 9𝑥ଶ − 14𝑥𝑦 + 𝑦ଶ + 28𝑥 − 4𝑦 − 5 = 0 в) 5𝑥ଶ − 6𝑥𝑦 + 5𝑦ଶ − 16 = 2𝑥ଶ − 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ − 𝑥 − 𝑦 − 4 = 0 .

A⋄3 (дискриминант). Дискриминантом многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑎௡
௡
∏
௜=ଵ

(𝑥−𝛼௜) называется произведение

𝐷(𝑓) = 𝑎ଶ௡−ଶ
௡ ∏

௜<௝
(𝛼௜ − 𝛼௝)ଶ. а) Выразите дискриминант 𝐷(𝑓) через результант 𝑅(𝑓, 𝑓ໟ) многочлена

и его производной и б) покажите, что 𝐷(𝑓𝑔) = 𝐷(𝑓)𝐷(𝑔)𝑅ଶ(𝑓,𝑔).

A⋄4. Вычислите дискриминанты многочленов: а)
௡

∑
௞=଴

𝑥௞ б)
௡

∑
௞=଴

𝑥௞∕𝑘! в) 𝑥௡ + 𝑎 г*) 𝛷௞(𝑥)

A⋄5. Пусть поле 𝕜 алгебраически замкнуто, 𝑓,𝑔 ∈ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] и ∀ 𝑝 ∈ 𝔸௡(𝕜) 𝑔(𝑝) = 0 ⇒ 𝑓(𝑝) =
= 0. Верно ли, что каждый неприводимый сомножитель многочлена 𝑔 делит многочлен 𝑓?

Обозначения. Для идеала 𝐼 ⊂ 𝐴 положим √𝐼 ≝ {𝑎 ∈ 𝐴 | ∃ 𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑎௡ ∈ 𝐼}. Для подмножества 𝑋 ⊂ 𝔸௡ и идеала
𝐽 ⊂ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] положим 𝐼(𝑋) ≝ {𝑓 ∈ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] | 𝑓(𝑝) = 0 ∀ 𝑝∈𝑋} и 𝑉(𝐽) ≝ {𝑝 ∈ 𝔸௡ | 𝑓(𝑝) = 0 ∀ 𝑓∈ 𝐽}.
A⋄6. Дляпарыидеалов 𝐼, 𝐽 кольца𝐴 = 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]положим𝐾 = {𝑎𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽}и обозначим

через 𝐼𝐽 идеал, порождённый множеством 𝐾. Верно ли, что а) 𝐾 = 𝐼𝐽 б) 𝐾 = 𝐼 ∩ 𝐽 в) 𝐼𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽
г) 1 ∈ 𝐼 + 𝐽 ⇒ 𝐼𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽 д) 𝑉(𝐼) ∪ 𝑉(𝐽) = 𝑉(𝐼𝐽) = 𝑉(𝐼 ∩ 𝐽) е) √𝐼𝐽 = √𝐼 ∩ 𝐽 ж) √𝐼𝐽 = √𝐼√𝐽
з) (𝐼 = √𝐼 & 𝐽 = √𝐽) ⇒ 𝐼𝐽 = √𝐼𝐽.

A⋄7. Какие из следующих трёх колец Нётеровы: а) {𝑝(𝑧 ∕ 𝑞(𝑧) ∈ ℂ(𝑧) | 𝑞(𝑧) ≠ 0 при |𝑧| ⩽ 1}
б) {𝑓(𝑧) ∈ ℂ[[𝑧]] | 𝑓 сходится всюду в ℂ} в) 𝐴[[𝑡]], где 𝐴 нётерово.

A⋄8. Пусть 𝐽 = (𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥) ⊂ 𝕜[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Опишите 𝑉(𝐽) ⊂ 𝔸ଷ и 𝐼(𝑉(𝐽)) ⊂ 𝕜[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Можно ли задать
многообразие 𝑉(𝐽) двумя полиномиальными уравнениями?

A⋄9. Найдите какой-нибудь многочлен 𝑓 ∈ 𝐼(𝑉(𝐽)) ∖ 𝐽 для 𝐽 = (𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1, 𝑦 − 1) ⊂ 𝕜[𝑥, 𝑦].
A⋄10. Опишите 𝑉(𝐽) ⊂ 𝔸ଷ и 𝐼(𝑉(𝐽)) ⊂ 𝕜[𝑥, 𝑦, 𝑧] для а) 𝐽 = (𝑥𝑦, (𝑥−𝑦)𝑧) б) 𝐽 = (𝑥𝑦+𝑦𝑧+𝑧𝑥, 𝑥ଶ+𝑦ଶ+𝑧ଶ)
A⋄11. Пусть известны системы уравнений, задающих аффинные алгебраические многообразия
𝑋 ⊂ 𝔸௡ и 𝑌 ⊂ 𝔸௠. Напишите систему уравнений, задающую 𝑋 × 𝑌 ⊂ 𝔸௡+௠.

A⋄12 (топология Зарисского). Для аффинного алгебраического многообразия 𝑋 ⊂ 𝔸௡ положим¹
𝕜[𝑋] ≝ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]∕𝐼(𝑋). Для идеала 𝐽 ⊂ 𝕜[𝑋] положим 𝑉(𝐽) ≝ {𝑝 ∈ 𝑋 | 𝑓(𝑝) = 0 ∀ 𝑓 ∈ 𝐽 }. Для
функции 𝑓 ∈ 𝕜[𝑋] положим 𝒟௙ ≝ 𝑋 ∖𝑉(𝑓). Покажите, что а) подмножества 𝑉(𝐽) ⊂ 𝑋, отвечающие
всевозможным идеалам 𝐽 ⊂ 𝕜[𝑋], составляют полный набор замкнутых множеств некоторой
топологии² на 𝑋 б) подмножества 𝒟௙ ⊂ 𝑋 с 𝑓 ∈ 𝕜[𝑋] образуют для неё базис открытых множеств
в) любое открытое покрытие любого открытого 𝑈 ⊂ 𝑋 содержит конечное подпокрытие.

A⋄13. Для кольца 𝐴 непрерывных³ функций на компактном хаусдорфовом топологическом про-
странстве 𝑋 выясните а) биективно ли отображение 𝑋 → Spec௠ 𝐴 , 𝑥 ↦ ker ev௫ б) индуцирует ли
топология Зарисского на Spec௠ 𝐴 исходную топологию.

A⋄14. Пусть 𝑋 = Spec௠ 𝐴 — аффинное алгебраическое многообразие. Равносильна ли разложи-
мость 𝐴 в прямое произведение 𝐴 = 𝐴ଵ × 𝐴ଶ разложимости 𝑋 в дизъюнктное объединение
𝑋 = 𝑋ଵ ⊔ 𝑋ଶ двух собственных замкнутых подмножеств?

¹это фактор кольцо называется координатной алгеброй многообразия 𝑋
²она называется топологией Зарисского
³вещественных или комплексных
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