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Маленькие линейные представления

A⋄1. Постройте приводимое неразложимое представление аддитивной группы ℤ.
A⋄2. Опишите все ассоциативные ℝ-подалгебры с единицей размерности > 31 в Mat଺×଺(ℝ).
A⋄3. Пусть конечная группа 𝐺 действует на 𝑉 = ℂ௡ перестановками базисных векторов. Как свя-

зано значение характера¹ 𝜒௏(𝑔) с числом неподвижных точек перестановки 𝑔?
A⋄4. Выразите через характеры 𝜒௎ и 𝜒ௐ представлений 𝑈 и𝑊 конечной группы 𝐺 характер пред-

ставления а) 𝑈⊕𝑊 б) 𝑈⊗𝑊 в) 𝑈∗ г) Hom(𝑈,𝑊) и покажите, что д) 𝜒ௌమ௎(𝑔) = (𝜒ଶ௎(𝑔) + 𝜒௎(𝑔ଶ))∕2
е) 𝜒௸మ௎(𝑔) = (𝜒ଶ௎(𝑔) − 𝜒௎(𝑔ଶ))∕2 . Вычислите ж*) 𝜒௸೙ೆ з*) 𝜒ௌ೙ೆ .

A⋄5. Для произвольного линейного представления группы треугольника 𝑆ଷ выясните, какими
могут быть собственные значения входящих в эту группу операторов и как действует опера-
тор, представляющий симметрию треугольника, на собственных подпространствах оператора,
представляющего поворот.

A⋄6. Перечислите все неприводимые представления группы 𝑆ଷ и найдите их характеры.
A⋄7. Пусть 𝑉 — двумерное неприводимое представление группы 𝑆ଷ.

а) Верно ли, что 𝑆௡+଺(𝑉) = 𝑆௡(𝑉) ⊕ 𝑅, где 𝑅 — это регулярное представление?
б) Опишите разложение всех 𝑆௡(𝑉) в сумму неприводимых представлений.
в) Опишите алгебру 𝑆ଷ-инвариантных полиномов на 𝑉.
г) Вычислите характеры всех 𝑉⊗௡ и разложите их на неприводимые.
д) Покажите, что 𝑆ଶ (𝑆ଷ(𝑉)) ≃ 𝑆ଷ (𝑆ଶ(𝑉)) е*) Изоморфны ли 𝑆௞ (𝑆௠(𝑉)) и 𝑆௠ (𝑆௞(𝑉)) ∀ 𝑘,𝑚?

A⋄8. Опишите все неприводимые представления группы диэдра 𝐷௡ и их характеры.
A⋄9. Вычислите характеры представлений симметрической группы 𝑆ସ: тривиального, знаково-

го, 2-мерного через эпиморфизм на группу треугольника и двух 3-мерных — собственной груп-
пой куба и несобственной группой тетраэдра. Есть ли среди них приводимые? А изоморфные?
Опишите все неприводимые представления 𝑆ସ и выясните как они раскладываются на непри-
водимые представления 𝑆ଷ ⊂ 𝑆ସ , вложенной в как стабилизатор 4-го элемента.

A⋄10. Опишите все неприводимые представления знакопеременной группы 𝐴ସ, вычислите их
характеры и выясните, как неприводимые представления 𝑆ସ раскладываются на неприводимые
при ограничении на 𝐴ସ.

A⋄11. Разложите в сумму неприводимых представление собственной группы куба в простран-
стве ℂ-значных функций на множестве его а) вершин б) рёбер в) граней.

A⋄12. На гранях куба написали числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, как на игральной кости. За один ход каждое
из них заменяют на среднее арифметическое чисел, стоящих на четырёх соседних гранях. Вы-
числите с точностью до второго знака после запятой, что будет написано на гранях после 2006
ходов. Изменится ли ответ, если числа расставить на гранях по-другому?

A⋄13. Найдите размерности, вычислите характерыиразложите на приводимые следующиепред-
ставления симметрической группы 𝑆ହ: а) тривиальное 𝑈, знаковое 𝑈′, симплициальное 𝑉,
𝑉′ = 𝑉 ⊗ 𝑈′, 𝛬ଶ𝑉 и 𝑆ଶ𝑉 б) представление 𝑊 в функциях на ℙଵ(𝔽ହ) с нулевой суммой значений,
заданное посредством изоморфизма PGLଶ(𝔽ହ) ⥲ 𝑆ହ , и𝑊′ = 𝑊 ⊗ 𝑈′ в) 𝑆ଶ𝑊, 𝛬ଶ𝑊 и 𝑉 ⊗𝑊.

A⋄14. Опишите все неприводимые представления группы икосаэдра 𝐴ହ, вычислите их характе-
ры и выясните, как раскладываются ограничения на 𝐴ହ неприводимых представлений 𝑆ହ.

A⋄15. а) б) в) Решите аналог зад. A⋄11 для икосаэдра.
A⋄16. Составьте таблицы неприводимых характеров группы: а) кватернионных единиц

б) SLଶ(𝔽ଷ) в) группы Гейзенберга 𝐻(𝔽ଷ) ⊂ SLଷ(𝔽ଷ) верхних унитреугольных матриц.

¹характером линейного представления 𝜚 ∶ 𝑀 → End(𝑉) множества операторов 𝑀 в конечномерном векторном про-
странстве 𝑉 над полем 𝕜 называется функция 𝑀 → 𝕜 , 𝑔 ↦ tr 𝜚(𝑔)
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