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𝔰𝔩2-модули.

A½⋄1. Напишите коммутационные соотношения на матрицы Паули¹

𝜎ଵ = ึ
0 −𝑖
𝑖 0 ื , 𝜎ଶ = ึ

0 1
1 0ื , 𝜎ଷ = ึ

1 0
0 −1ื .

A½⋄2. Покажите, что в любом конечномерномпредставлении 𝔰𝔩ଶ операторы𝑋 и 𝑌 нильпотентны,
а 𝐻 диагонализуем.

A½⋄3. Покажите, что действие на произведения по правилу Лейбница² корректно наделяет тен-
зорные произведения, а также симметрические и внешние степени 𝔰𝔩ଶ-модулей структурой 𝔰𝔩ଶ-
модулей.

A½⋄4. Покажите, что представление 𝑉∗
௡, двойственное³ к 𝑉௡, изоморфно 𝑉௡.

A½⋄5. Присоединённое представление ad ∶ 𝔰𝔩ଶ → End(𝔰𝔩ଶ) сопоставляет матрице 𝑎 ∈ 𝔰𝔩ଶ опера-
тор ad௔ ∶ 𝑦 ↦ [𝑎, 𝑦]. Покажите, что ad[௔,௕] = [ad௔, ad௕] для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔰𝔩ଶ.

A½⋄6 (оператор Казимира). Вычислите матрицу Грама билинейной формы⁴ (𝑎, 𝑏) ≝ tr(ad௔ ∘ ad௕)
на 𝔰𝔩ଶ в базисе Шевалле 𝑋, 𝑌, 𝐻 и в базисе Паули из зад. A½⋄1, выразите двойственные им
базисы 𝑋∗,𝑌∗,𝐻∗ и 𝜎∗

ଵ, 𝜎∗
ଶ, 𝜎∗

ଷ, а также тензор 𝜘 ≝ Id𝔰𝔩మ ∈ End(𝔰𝔩ଶ) = 𝔰𝔩∗
ଶ ⊗ 𝔰𝔩ଶ ≃ 𝔰𝔩ଶ ⊗ 𝔰𝔩ଶ через

𝑋,𝑌,𝐻 и через 𝜎ଵ, 𝜎ଶ, 𝜎ଷ. Верно ли, что а) ([𝑎, 𝑏], 𝑐) + (𝑏, [𝑎, 𝑐]) = 0 ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔰𝔩ଶ б) в любом
линейном представлении оператор Казимира, получающийся из 𝜘 заменой ⊗ на композицию,
коммутирует со всеми операторами из 𝔰𝔩ଶ ? в) Опишите действие оператора Казимира на всех
неприводимых 𝔰𝔩ଶ-модулях.

A½⋄7 (Разложение Клебша– Гордана). Разложите 𝑉௠ ⊗ 𝑉௡ в прямую сумму стандартных и выяс-
ните, при каких 𝑚, 𝑛 это разложение содержит а) 𝑉଴ б) 𝑉ଵ.

A½⋄8. Существует ли на 𝑉௡ 𝔰𝔩ଶ-инвариантное скалярное произведение⁵? Если да, то насколько
оно единственно? Можно ли выбрать его симметричным и/или кососимметричным?

A½⋄9. При каких условиях на натуральные числа 𝑚, 𝑛, 𝑘 имеется 𝔰𝔩ଶ-инвариантный оператор
𝜀௞௠௡ ∶ 𝑉௠ ⊗ 𝑉௡ → 𝑉௞? Много ли таких операторов, когда они есть?

A½⋄10. Разложите в сумму стандартных естественное представление⁶ 𝔰𝔩ଶ на пространстве 𝑊 =
= 𝑉∗

ଵ ⊗ 𝑉ଵ = End(𝑉ଵ), а также 𝑊⊗ଶ, 𝑆ଶ𝑊 и 𝛬ଶ𝑊.

A½⋄11. Покажите, что 𝑆௡(𝑉ଶ) =
[௡∕ଶ]
⨁
௜=଴

𝑉ଶ௡−ସ௜ .

A½⋄12. Разложите 𝑆ଶ(𝑉ଷ) в сумму неприводимых 𝔰𝔩ଶ-модулей и сопоставьте результат с тем, что
а) пространство квадрик в ℙଷ = ℙ(𝑉ଷ) распадается в прямую сумму подпространства квадрик,

содержащих кубическую кривую Веронезе, и некоторого дополнительного к нему SLଶ-ин-
вариантного подпространства (какого?)

б) имеется каноническое SLଶ-инвариантное квадратичное отображение Гессе из бинарных

кубических форм в квадратичные Hes ∶ 𝑓(𝑡଴, 𝑡ଵ) ↦ det ึ
డమ௙
డ௧೔డ௧ೕ ื.

¹образующие базис алгебры 𝔰𝔩ଶ(ℂ) над ℂ
²т. е. 𝑎(𝑣 ⊗ 𝑤) ≝ 𝑎(𝑣) ⊗ 𝑤 + 𝑣 ⊗ 𝑎(𝑤), 𝑎(𝑣 ⋅ 𝑤) ≝ 𝑎(𝑣) ⋅ 𝑤 + 𝑣 ⋅ 𝑎(𝑤) и т. п.
³действие 𝔰𝔩ଶ на 𝑉∗ определяется по действию на 𝑉 требованием, чтобы ⟨ 𝑎𝜉 , 𝑣 ⟩ + ⟨ 𝜉 , 𝑎𝑣 ⟩ = 0 для всех 𝜉 ∈ 𝑉∗, 𝑣 ∈ 𝑉,

𝑎 ∈ 𝔰𝔩ଶ (⟨ ∗ , ∗ ⟩ обозначает свёртку вектора и ковектора)
⁴след берётся в End(𝔰𝔩ଶ)
⁵т. е. такая невырожденная билинейная форма 𝛽 ∈ 𝑉∗

௡ ⊗ 𝑉∗
௡, что ∀ 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉௡ и ∀ 𝑎 ∈ 𝔰𝔩ଶ 𝛽(𝑎𝑣,𝑤) + 𝛽(𝑣, 𝑎𝑤) = 0

⁶т. е. коммутированием: 𝑎 ∶ 𝜑 ↦ [𝑎,𝜑]
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