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Тензорная, симметрическая и внешняя алгебры

A⋄1. Постройте для конечномерных векторных пространств 𝑈, 𝑉 над любым полем канониче-
ские изоморфизмы Homම𝑈 ⊗ Hom(𝑈,𝑊) , 𝑊ඹ≃ EndමHom(𝑈,𝑊)ඹ ≃ Homම𝑈 , 𝑊 ⊗ Hom(𝑈,𝑊)∗ඹ
и выясните, какому эндоморфизму пространства Hom(𝑈,𝑊) отвечает при этом отображение
𝑐 ∶ 𝑈 ⊗ Hom(𝑈,𝑊) → 𝑊 , действующее на разложимые тензоры по правилу 𝑐(𝑢 ⊗ 𝜑) = 𝜑(𝑢).
Может ли оператор ̃𝑐 ∶ 𝑈 → Hom(𝑈,𝑊)∗ ⊗ 𝑊 , соответствующий 𝑐, иметь ненулевое ядро?

A⋄2. Для конечномерных векторных пространств 𝑈, 𝑉, 𝑊 постройте канонический изоморфизм

End(𝑈 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑊) ≃ HomමHom(𝑈,𝑉) ⊗ Hom(𝑉,𝑊) , Hom(𝑈,𝑊)ඹ
и выясните, какому линейному отображению Hom(𝑈,𝑉)⊗Hom(𝑉,𝑊) → Hom(𝑈,𝑊) отвечает тож-
дественный эндоморфизм пространства 𝑈 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑊.

Обозначения. Через Sym௡(𝑉), Skew௡(𝑉) ⊂ 𝑉⊗௡ обозначаются подпространства симметричных и кососиммет-
ричных тензоров. Через 𝑆௡𝑉 = 𝑉⊗௡∕ℐ(௡)

sym и 𝛬௡𝑉 = 𝑉⊗௡∕ℐ(௡)
skew обозначаются фактор-пространства по соотноше-

ниям коммутирования и антикоммутирования соответственно¹
A⋄3. Предъявите тензор 𝑡 ∈ 𝑉⊗ଷ, не являющийся суммой кососимметричного и симметричного.
A⋄4. Фиксируем базисный вектор 𝜂 в одномерном пространстве 𝛬dim௏𝑉 и зададим между про-

странствами 𝛬௞𝑉 и 𝛬௠𝑉 с 𝑘 +𝑚 = dim𝑉 спаривание ⟨ ∗ , ∗ ⟩ ∶ 𝛬௞𝑉 × 𝛬௠𝑉 → 𝕜 правилом 𝜔ଵ ∧𝜔ଶ =
= ෬𝜔ଵ , 𝜔ଶ ෭ ⋅ 𝜂 , где 𝜔ଵ ∈ 𝛬௞𝑉, 𝜔ଶ ∈ 𝛬௠𝑉. Покажите, что это спаривание невырождено и выяс-
ните, как устроен оператор 𝑣∗ ∶ 𝛬௞𝑉 → 𝛬௞−ଵ𝑉, двойственный относительно него к оператору
𝑣 ∶ 𝛬௠𝑉 → 𝛬௠+ଵ𝑉 левого внешнего умножения 𝜉 ↦ 𝑣 ∧ 𝜉 на данный вектор 𝑣 ∈ 𝑉.

A⋄5. Над полем 𝕜 характеристики нуль постройте канонические изоморфизмымежду простран-
ствами: а) симметричных 𝑛-линейных форм 𝜑 ∶ 𝑉 × 𝑉 × ⋯ × 𝑉 → 𝕜 б) функций 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝕜,
задаваемых однородным многочленом степени 𝑛 от линейных координат в каком-нибудь² ба-
зисе в) Sym௡(𝑉∗) г) Sym௡(𝑉)∗ д) (𝑆௡𝑉)∗ е) (𝑆௡𝑉∗) . Какие из построенных изоморфизмов останутся
таковыми и над всеми полями конечной характеристики?

A⋄6. Над полем 𝕜 характеристики нуль постройте канонические изоморфизмымежду простран-
ствами: а) кососимметричных 𝑛-линейных форм𝜑 ∶ 𝑉×𝑉× ⋯ ×𝑉 → 𝕜 б) Skew௡(𝑉∗) в) Skew௡(𝑉)∗

г) (𝛬௡𝑉)∗ д) (𝛬௡𝑉∗) . Какие из них сохранятся в конечной характеристике?
A⋄7 (принцип Аронгольда). Покажите, что пространство Sym௡(𝑉) ⊂ 𝑉⊗௡ для конечномерного 𝑉

над полем характеристики нуль линейно порождается тензорами 𝑣⊗௡ = 𝑣 ⊗ 𝑣 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣 с 𝑣 ∈ 𝑉
и явно выразите через них тензор 𝑢 ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑤 + 𝑤 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 + 𝑤 ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑢 ∈ Symଷ 𝑉.

A⋄8. Можно ли обратимой линейной заменойпеременныхпреобразоватьмногочлен 9 𝑥ଷ−15 𝑦𝑥ଶ−
− 6 𝑧𝑥ଶ + 9 𝑥𝑦ଶ + 18 𝑧ଶ𝑥 − 2 𝑦ଷ + 3 𝑧𝑦ଶ − 15 𝑧ଶ𝑦 + 7 𝑧ଷ в многочлен от ⩽ 2 переменных?

A⋄9. Существуют ли ненулевые линейные операторы 𝐹ଵ,𝐹ଶ, … ,𝐹௠ ∶ 𝑉 → 𝑉, для которых имеется
такой ненулевой набор констант 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, … , 𝜆௠ , что ∀ 𝑛∈ℕ 𝜆ଵ𝐹⊗௡

ଵ + 𝜆ଶ𝐹⊗௡
ଶ + ⋯ + 𝜆௠𝐹⊗௡

௠ = 0 ?
A⋄10. Выразите через коэффициенты характеристического многочлена оператора 𝐹 ∶ 𝑉 → 𝑉

а) tr 𝐹⊗ଶ б) tr 𝐹⊗ଷ в) det 𝐹⊗ଶ г) det 𝐹⊗ଷ , а также след и определитель действия 𝐹 на пространстве
д) Hom(𝑉,𝑉) по правилу 𝐺 ↦ 𝐹𝐺𝐹−ଵ е) 𝑆ଶ𝑉∗ по правилу 𝐹𝜑(𝑥) = 𝜑 ම𝐹−ଵ𝑥ඹ .

A⋄11. Покажите, что разложение Тейлора многочлена det(𝐹) на пространстве линейных опера-
торов 𝐹 ∶ 𝑉 → 𝑉 имеет вид det(𝜆𝐴 + 𝜇𝐵) = ∑

௣+௤=dim௏
𝜆௣𝜇௤ ⋅ tr ම𝛬௣𝐴 ⋅ 𝛬௤𝐵∗ඹ , где 𝛬௣𝐴 ∶ 𝛬௣𝑉 → 𝛬௣𝑉 и

𝛬௤𝐵∗ ∶ 𝛬௣𝑉 ≃ 𝛬௤𝑉∗ → 𝛬௤𝑉∗ ≃ 𝛬௣𝑉 суть внешние степени 𝐴 и 𝐵∗ (ср. с зад. A⋄4).
A⋄12. Для диагонализуемого оператора 𝐹 над полем 𝕜 с char 𝕜 = 0 выразите собственные чис-

ла 𝑆௡𝐹 и 𝛬௡𝐹 через собственные числа 𝐹 и докажите в 𝕜[[𝑡]] тождества а) det(𝐸 − 𝑡𝐹)−ଵ =
= ∑௞⩾଴ tr ම𝑆௞𝐹ඹ ⋅ 𝑡௞ б) det(𝐸 + 𝑡𝐹) = ∑௞⩾଴ tr ම𝛬௞𝐹ඹ ⋅ 𝑡௞ .

¹т. е. однородные компоненты степени 𝑛 симметрической и грассмановой алгебр пространства 𝑉
²а значит, и в любом
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