îíõ. ïÓÅÎØ 2006. áÌÇÅÂÒÁ{3 (2 ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ûÕÒÁ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÙ àÎÇÁ.

á7⋄1. ôÏÒÇÏŒÅÃ ÇÁÚÉÒÏŒËÏÊ ËÏÒÏÔÁÅÔ ŒÒÅÍÑ, ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÕÑ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔØÀ ÐÌÁÓÔÍÁÓÓÏŒÙÍÉ ÓÔÁ- ËÁÎÞÉËÁÍÉ, ÓÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒÅÄ ÎÉÍ ÎÁ ÐÒÉÌÁŒËÅ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÏÐÏË. ïÎ ÓÎÉÍÁÅÔ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÐËÉ ŒÅÒÈÎÉÊ ÓÔÁËÁÎÞÉË É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚ ÎÉÈ ÎÏŒÕÀ ÓÔÏÐËÕ.

Á) ëÁË ÒÁÚÌÏÖÁÔÓÑ ÓÔÁËÁÎÞÉËÉ ÐÏÓÌÅ 2006 ÔÁËÉÈ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÊ? Â^*) þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÒÉÎÁÄÃÁÔØÀ ÓÔÁËÁÎÞÉËÁÍÉ?

ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ˘, ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕËŒÁ ÉÚ ÁÌÆÁŒÉÔÁ [1::m] = {1; 2; : : : ; m} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ ˘ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ [1::m] (ÂÕËŒÙ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØ- ÓÑ). úÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ m = |˘| ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ËÌÅÔÏË É ËÁÖÄÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ó ËÁÖÄÙÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅÍ S ÆÏÒÍÙ ˘ ŒÅÓÁ n = |˘| ÓŒÑ- ÖÅÍ ÄŒÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ R_S; C_S ⊂ S_n, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏË É ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘. üÌÅÍÅÎÔÙ

a_S = ∑ œ∈R_S

œ ; b_S = ∑ œ∈C_S

sgn(œ) · œ ; c_S = a_S · b_S

ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Z[S_n] ⊂ C[S_n] ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÁÍÉ àÎÇÁ. ìÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ C[S_n]·c_S ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ûÐÅÈÔÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V_˘. úÁÐÏÌÎÅÎÉÅ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ŒÄÏÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÎÅÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅ- ŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ŒÄÏÌØ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ëÁÖÄÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ T ÆÏÒÍÙ ˘ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ [1::m] ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÍÏÎÏÍ x^T = ∏ i∈T x_i ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_m]. óÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ûÕÒÁ s_˘(x_1; x_2; : : : ; x_m) ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_m].

á7⋄2^∘. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ S^′ ÆÏÒÍÙ ˘ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V_˘.

á7⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) %a_S = a_S % = a_S ∀ % ∈ R_S ; Â) ıb_S = b_S ı = sgn(ı) · b ∀ ı ∈ C_S;

Œ) C[S_n] · c_S = c_S · C[S_n]; Ç) C[S_n] · a_˘b_˘ = C[S_n] · b_˘a_˘;

á7⋄4. óÒÁŒÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n ÌÅŒÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ Œ ÉÄÅÁÌÅ C[S_n] · a_˘ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ R_S ⊂ S_n, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n ÌÅŒÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ Œ ÉÄÅÁÌÅ C[S_n] · b_˘ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁËÏŒÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ C_S ⊂ S_n.

á7⋄5 (ÏÓÎÏŒÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ). ðÕÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ S ÆÏÒÍÙ ˘ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ U ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÙ ˘ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ œ = %ı ÄÌÑ ÎÅËÉÈ % ∈ R_U , ı ∈ C_U , ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÁÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÌÅÖÁŒÛÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ U, ÏËÁÖÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ S, É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ

{ # ∈ C[S_n] | %#ı = sgn(ı) · # ∀ %∈R_U ∀ ı ∈C_U }

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ C[S_n], ÎÁÔÑÎÕÔÙÍ ÎÁ c_U .

á7⋄6. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÍÏÄÕÌÉ V_˘ É V_˘t , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ?

á7⋄7. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ûÐÅÈÔÁ ÇÒÕÐÐ S_3 É S_4 É ÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ.

á7⋄8 (ŒÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÓÉÍÐÌÉÃÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ^1 S_n É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÌÉ ÏÎÏ.

1Ô. Å. ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ

Á) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ k-ÔÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ~^k(C^n) ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_n ÎÁ C^n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ^2 É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ^3.

Â) ëÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ^4 á7⋄9 (ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ S_n-ÍÏÄÕÌÅÊ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÏÄÕÌÉ ûÐÅÈÔÁ V_˘ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ˘ É ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n.

á7⋄10. œŒÅÄčÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË^5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘ ¿ ¯, ÔÏ a_S · ’ · b_U = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ’ ∈ C[S_n] ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑÈ S, U ÆÏÒÍÙ ˘ É ¯ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

á7⋄11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_S · z · c_S = m_˘c_S ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ S ÆÏÒÍÙ ˘ É ÌÀÂÏÇÏ ’ ∈ C[S_n], ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ m_˘ ∈ C ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ˘ É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ m_˘ · dim V_˘ = n!.

á7⋄12^* (ÆÏÒÍÕÌÁ ËÒÀËÏŒ^6). ëÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÒÀË | ç-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÐÏÄÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÕÀ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÏÊ É ŒÓÅÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÓÎÉÚÕ É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÎÅč (ÓÔÏÑÝÉÍÉ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÏËÅ É ÓÏÏÔŒ. Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÔÏÌÂÃÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ dim V_˘ É ÄÌÉÎ ŒÓÅÈ ËÒÀËÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ ÒÁŒÎÏ n!.

2ÐÏÄÓËÁÚËÁ:ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ œ ∈ S_n ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {e_I } ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^k(C^n), ÐÏÄÓÔÁŒØ-

ÔÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (Ø; Ø) =^1_{n!} ∑ œ∈S_n

Ø(œ) · Ø(œ) ÑŒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ø(œ) = ∑ I {œ}_I , ÇÄÅ {œ}_I = { sgnœ|_I ; ÅÓÌÉ œ(I)⊂I 0 ; ÅÓÌÉ œ(I)⊂I , É ÁËËÕÒÁÔÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ {œ ∈ S_n | {œ}_I {œ}_J ≠ 0} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ I ∩ J, I ∖ I ∩ J, J ∖ I ∩ J É [1::n] ∖ I ∪ J

3ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÔÅ- ÐÅÎÅÊ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ 4

ÏÔŒÅÔ: ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ-ËÒÀËÕ k+1 .

5Ô. Å. ˘ ¿ ¯, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÉÚ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÎÅÅ Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ˘ 6ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: hook lengths rule

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7, ÓÔÒ. 2)