îíõ. ïÓÅÎØ 2006. áÌÇÅÂÒÁ{3 (2 ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3

sl_2-ÍÏÄÕÌÉ

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ sl_2(k) ⊂ Mat_2(k) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÂÅÓÓÌÅÄÎÙÈ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ sl_2 ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ŒÙÂÉÒÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ûÅŒÁÌÌÅ H = ( 1 0 0 −1 ) ; X = ( 0 1 0 0 ) ; Y = ( 0 0 1 0 )

(ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k), Á ÆÉÚÉËÉ | ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ (ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ k = C)

œ_1 = ( 0 −i i 0 ) ; œ_2 = ( 0 1 1 0 ) ; œ_3 = ( 1 0 0 −1 ) : ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ sl_2 Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ % : sl_2 � End(V ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ. úÁÄÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÔÒčÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ X; Y; H : V � V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ [X; Y ] = H, [H; X] = 2 X, [H; Y ] = −2 Y . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÒÏÊËÏÊ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ sl_2-ÍÏÄÕÌÅÍ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ sl_2 ÍÏÄÕÌØ V_n = S^nC^2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + 1 ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ x, y Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ X = x^@_{@y} ; Y = y^@_{@x} ; H = x^@_{@x} − y^@_{@y} .

á3⋄1^∘. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ. á3⋄2^∘. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V^∗_n , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ^1 Ë V_n?

á3⋄3^∘. œÏ ŒÓÑËÏÍ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ sl_2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X, Y ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, Á H É κ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ?

á3⋄4. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ad : sl_2 � End(sl_2) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅ a∈sl_2 ÏÐÅÒÁÔÏÒ ad_a : y −→ [a; y]. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ad_{[a;b]} = [ad_a; ad_b] ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ sl_2.

á3⋄5 (ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ (a; b)^{def}= tr (ad_a∘ad_b) ÎÁ sl_2 (ÓÌÅÄ ÂÅÒčÔÓÑ Œ End(sl_2)) Œ ÂÁÚÉÓÁÈ ûÅŒÁÌÌÅ É ðÁÕÌÉ, ŒÙÒÁÚÉ- ÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÍ ÂÁÚÉÓÙ X^∗; Y^∗; H^∗ É œ^∗_1 ; œ^∗_2 ; œ^∗_3 , Á ÔÁËÖÅ ÔÅÎÚÏÒ κ^{def}= Id_{sl2} ∈ End(sl_2) = sl^∗_2 ⊗ sl_2 ≃ sl_2 ⊗ sl_2 ÞÅÒÅÚ X; Y; H É ÞÅÒÅÚ œ_1; œ_2; œ_3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ([a; b]; c) + (b; [a; c]) = 0 ∀ a; b; c ∈ sl_2?

Â) Œ ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ κ ÚÁÍÅÎÏÊ ⊗ ÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ sl_2?

Œ) ïÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ëÁÚÉÍÉÒÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ sl_2-ÍÏÄÕÌÑÈ. á3⋄6. ðÕÓÔØ sl_2-ÍÏÄÕÌØ V ÏÂÌÁÄÁÅÔ sl_2-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ U ⊂ V ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sl_2(V ) ⊂ U É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Œ V ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ Ë U ŒÅËÔÏÒ v, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ^2 sl_2(v) = 0.

á3⋄7 (òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ëÌÅÂÛÁ { çÏÒÄÁÎÁ). úÁÄÁÄÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ sl_2 ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ sl_2-ÍÏÄÕÌÅÊ V_m ⊗ V_n ÐÒÁŒÉÌÏÍ a(v ⊗ w) = a(v) ⊗ w + v ⊗ a(w). òÁÚÌÏÖÉÔÅ V_m ⊗ V_n ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ m, n ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

Á) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ Â) ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. á3⋄8. òÁÚÌÏÖÉÔÅ S^2(V_3) Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ sl_2-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÓÏÐÏÓÔÁŒØÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Á) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÉË Q ⊂ P_3 = P(V_2) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËŒÁÄÒÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ œÅÒÏÎÅÚÅ, É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ SL_2- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ËÁËÏÇÏ?)

Â) ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ SL_2-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ çÅÓÓÅ ÉÚ ÂÉÎÁÒ- ÎÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ Œ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ Hes : f(t_0; t_1) −→ det ( @^2f=@t_i@t_j ) . 1ÄÅÊÓÔŒÉÅ sl_2 ÎÁ V^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÎÁ V ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ⟨ a¸ ; v ⟩ + ⟨ ¸ ; av ⟩ = 0 ∀ ¸ ∈ V^∗, v ∈ V , a ∈ sl_2, ÇÄÅ ⟨ ∗ ; ∗ ⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓŒčÒÔËÕ ŒÅËÔÏÒÁ É ËÏŒÅËÔÏÒÁ 2ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ sl_2(V ) ⊂ U; ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÊ dim U = 0; 1; ÐÏÔÏÍ U = V_n É ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ ÐÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ κ; ÎÁËÏÎÅÃ, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ dim U É ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ V_n ⊂ U