§9. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ÔÁÂÌÉÃ É ÄÉÁÇÒÁÍÍ.

9.1. œŒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÔÁÂÌÉ- ÃÁÍÉ àÎÇÁ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗n} Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ S_n × GL(V )-ÍÏ- ÄÕÌÅÊ, ÏÂÛÉÒÎÁ É ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÒÕÄÎÏÊ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Åč ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ŒÉÒÔÕÏÚÎÙÈ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÈ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ: é. íÁËÄÏÎÁÌØÄ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ èÏÌÌÁ. ĂíÉÒĄ, 1985. âÏÌÅÅ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ËÒÁÓÉŒÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÔÅË- ÓÔÏŒ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ëÎÕÔÏÍ, òÏÂÉÎÓÏÎÏÍ, ûÅÎÓÔÅÄÏÍ É ûÀÔÃÅÎÂÅÒÖÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ: õ. æÕÌÔÏÎ. ôÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. éÚÄ. íãîíï, 2006. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÔÒÅÔØÅÊ, ÓÏŒÓÅÍ ÎÏŒÏÊ É ÓÁÍÏÊ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÊ ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ ÔÏÞËÅ ÚÒÅÎÉÑ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ ÓÔÁÔØÅ œ. é. äÁÎÉÌÏŒ, ç. á. ëÏÛÅŒÏÊ. íÁÓÓÉŒÙ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÔÁ- ÂÌÉÃ àÎÇÁ. õíî 60:2 (2005) Ó. 79{142. üÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ (ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.

9.2. ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ n É m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ:

I = {1; 2; : : : ; n} ; J = {1; 2; : : : ; m} (9-1)

É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÚ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ É m ÓÔÒÏË, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ I É J ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁËÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ a ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÓÓÉŒÏÍ É ÒÁÚÍÅÝÁÔØ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÞÉÔÁÑ ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I ÒÁÓÔÕÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ J ÒÁÓÔÕÔ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ. óÏÄÅÒÖÉÍÏÅ a(i; j) ËÌÅÔ- ËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (i; j) Õ ÎÁÓ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÙÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ (ÉÌÉ ÍÁÓÓÕ). œÅÓØ ÍÁÓÓÉŒ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÅÌÑÅÍ ÄŒÕÍÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÐÒÉÚÎÁËÏŒ É Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÐÏ ÑÝÉËÁÍ. íÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ a(i; j), ÎÏ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÔØ ÛÁÒÉËÉ ÉÚ ÑÝÉËÁ Œ ÑÝÉË, ÍÅÎÑÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐ.

ó ÍÁÓÓÉŒÏÍ a ÓŒÑÚÁÎ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ (ÉÌÉ I-ŒÅÓ)

w_I = ( ∑ j a(1; j) ; ∑ j a(2; j) ; : : : ; ∑ j a(n; j) ) ∈ Z^n_{�0} ; (9-2)

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, i-ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÏÂ- ÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÛÁÒÉËÏŒ Œ i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ŒÅÓ (ÉÌÉ J-ŒÅÓ)

w_J = ( ∑ i a(i; 1) ; ∑ i a(i; 2) ; : : : ; ∑ i a(i; m) ) ∈ Z^m_{�0} : (9-3)

íÁÓÓÉŒÙ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j:

a −→ a^t Ó a^t(i; j) = a(j; i) ; (9-4)

Á ÔÁËÖÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÔÁÂÌÉÃÙ:

a −→ a^∗ Ó a^∗(i; j) = a(n + 1 − i; m + 1 − j) : (9-5)

îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÍÁÓÓÉŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ àÎÇÁ ÉÚ m ÓÔÒÏË, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ I. üÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÏÊ ÍÁÓÓÉŒÁ. úÁ- ËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÏÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: j-ÔÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÓÓÉŒÁ ÍÙ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÅÍ Œ ÓÌÏŒÏ^1

11 : : : 1

a(1;j)

22 : : : 2

a(2;j)

: : : : : : : : : nn : : : n

a(n;j) :

1ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÛÁÒÉËÉ Œ i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÁË ÂÕËŒÕ i É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÍ ÜÔÉ ÂÕËŒÙ ÄŒÉÇÁÑÓØ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ŒÄÏÌØ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ

É ÓÔÁŒÉÍ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ j-ÔÏÊ (ÓÞÉÔÁÑ ÓŒÅÒÈÕ^2) ÓÔÒÏËÉ ÓÏÚÄÁŒÁÅÍÏÊ ĂÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁĄ. îÁÐÒÉÍÅÒ:

0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 4 0 0 0 3 1 0 0 1 ⇝ 1 1 1 2 5 2 2 2 2 3 4 5 ; 2 0 3 0 1 0 2 1 1 0 0 1 0 2 3 1 1 2 0 1 ⇝ 1 1 3 3 3 5 2 2 3 4 2 4 4 5 5 5 1 2 3 3 5 :

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÔÒÏËÉ ÈÏÔÑ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÉ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÎÉ ÄÁÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ. íÁÓÓÉŒÙ, ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ- ŒčÒÔËÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍÉ ŒÎÉÚ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÏÚÎÉËÎÏŒÅÎÉÅ ÐÒÉ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÒÉËÁ i ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÁÒÔÎčÒ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ÌÅÖÁÝÉÊ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ ÛÁÒÉË, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ i ÂÕËŒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁÎÑÔØ Œ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÍÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ËÌÅÔËÕ ÎÁÄ i. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁ ÍÁÓÓÙ:

9.2.1. ìåííá. íÁÓÓÉŒ a = ( a(i; j) ) ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I É j ∈ J ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

a(1; j + 1) + a(2; j + 1) + · · · + a(i; j + 1) � a(1; j) + a(2; j) + · · · + a(i − 1; j) . □

9.3. õÐÌÏÔÎÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ D_j, U_j , L_i, R_i (ÇÄÅ 1 � i � n − 1, 1 � j � m − 1), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÄŒÉÇÁÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒÉË ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÎÉÚ (Down), ŒŒÅÒÈ (Up), ŒÌÅŒÏ (Left) ÉÌÉ ŒÐÒÁŒÏ (Right). ïÐÅÒÁÃÉÉ D_j É U_j ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. äÌÑ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÍÅÖÄÕ j-ÔÏÊ É (j + 1)- ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ^3. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

âÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÛÁÒÉËÉ Œ (j +1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄŒÉÇÁÑÓØ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÌÉÂÏ ÎÁÚÎÁÞÁÔØ ÉÍ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÌÉÂÏ ÏÂSSÑŒÌÑÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÁÒÉË Û ÌÅÖÉÔ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j + 1). åÇÏ ÐÁÒÔÎčÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÛÁÒ ÉÚ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÌÅÖÁÔ Œ ÓÔÒÏËÅ j ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÅÝč ÎÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÎÉËÏÍÕ ÐÁÒÔÎčÒÁÍÉ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ ÎÅÔ, ÛÁÒ Û ÏÂSSÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÓÅ ÛÁÒÙ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ É ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ, ŒÓÅ ÛÁÒÙ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉÞØÉÍÉ ÐÁÒÔÎčÒÁÍÉ, ÔÁËÖÅ ÏÂSSÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (Œ ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ):

2 (2) 2 (0) 4 (1) 3 (0) 3 (0)

3 (0)=======2 (0)=======6 (1) ============

≡≡≡≡≡≡≡1 (0) 3 (3)

(9-6)

éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÛÁÒÙ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁŒÅÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ D_j ÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÎÉÚ ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ (j + 1)- ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÎÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ U_j ÐÏÄÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒŒÅÒÈ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ Œ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ. ôÁË, Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (9-6) ÏÐÅÒÁÃÉÑ D_j (ÓÏÏÔŒ. U_j ) ÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÎÉÚ (ÓÏÏÔŒ. ÐÏÄÎÉÍÁÅÔ ŒŒÅÒÈ) ŒÅÒÈÎÉÊ (ÓÏÏÔŒ. ÎÉÖÎÉÊ) ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÔÒÅÔØÅÊ ËÏÌÏÎËÅ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÁÓÓÉŒ a ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ U_j ÂÕÄÅÔ ÐÏÄ- ÎÉÍÁÔØ ÎÁÚÁÄ ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÛÁÒ, Ô. Å. Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ U_jD_j a = a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ U_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ D_j U_j a = a. çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ D, U ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ | ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÁÓÓÉŒ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ÓÌÏŒÁ D = D_{j1} · · · D_{jk} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

a = U_{jk} · · · U_{j1} (D_{j1} · · · D_{jk} (a))

2ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ Œ ÍÉÒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ 3ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: stable matching

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ D- ÓÌÏŒÁ a-ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ï ËÁËÏÍ a ÒÅÞØ).

ïÐÅÒÁÃÉÉ L_{i+1} É R_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ i-Í É (i + 1)-Í ÓÔÏÌÂÃÁÈ É ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D É U ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÓÓÉŒÁ, Ô. Å.

L_i(a) = ( D_i(a^t)

)_t ; R_i(a) = ( U_i(a^t)

)_t : ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D, L ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ, Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ R, L ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ŒÅÓ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D, ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉŒ ÍÏÖÎÏ ÕÐÌÏÔÎÉÔØ ŒÎÉÚ. ëÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË � 3, ÔÁËÏÅ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁ- ÍÉ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ: 3 1 1 1 1 2

3 1 0 1 2 2 �^{D1} 0 1 4 1 1 2

D^3_2 �

0 0 3 2 2 2

D^4_2 � 0 1 0 1 5 2

D^4_1 �

0 0 0 2 5 2 �_{D2}

D^3_1 � (9-7)

ïÄÎÁËÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ËÌÀÞÅŒÏÍ ÆÁËÔÅ:

9.3.1. ìåííá ï ëïííõôéòïœáîéé. œÓÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U_i, R_i ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ- ÎÙ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ D_j , L_j .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D_j ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó L_i | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ L_i ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÛÁÒÁ Û ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ (j + 1)-ÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË, ËÏÇÄÁ Û ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË.

òÉÓ. 9⋄1. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Li ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.

åÓÌÉ Û ÌÅÖÉÔ Œ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, Ô. Å. Œ ËÌÅÔËÅ (i + 1; j + 1) (ÌÅŒÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 9⋄1), ÔÏ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (i; j) Œ ÎÁÛÅÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÉÍÅÀÔ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ (i + 1; j + 1), ÉÎÁÞÅ ÛÁÒ Û ÐÏÌÕÞÉÌ

ÂÙ ÓÅÂÅ ÐÁÒÔÎčÒÁ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j) ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ i-ÔÏÇÏ É (i + 1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Œ ÓÔÒÏÞÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Õ ÛÁÒÁ Û ÂÙÌ ÐÁÒÔÎčÒ, ÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ ËÌÅÔËÉ (i; j), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÁÒÔÎčÒÏÍ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ Û ÎÁ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ. á ÅÓÌÉ ÐÁÒÔÎčÒÁ Õ Û ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÏÎ É ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ Û ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ Û ÌÅÖÉÔ Œ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ (ÐÒÁŒÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 9⋄1). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ Œ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ, ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (i + 1; j + 1) ÐÒÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÉÍÅÀÔ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j). îÏ ÔÏÇÄÁ É Œ ÓÔÒÏÞÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ (i + 1; j + 1)-ÔÏÊ ËÌÅÔËÉ ÐÏÌÕÞÁÔ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÛÁÒÁ Û ÎÁ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÎÉ ÅÇÏ ÓÔÁÔÕÓÁ, ÎÉ ÐÁÒÔÎčÒÁ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÏÊ ÂÙÌ). □

9.3.2. óìåäóôœéå. óÌÏŒÏ L = L_{i1} · · · L_{ik} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ a, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ ŒÓÅ ÍÁÓÓÉŒÙ ŒÉÄÁ D_{j1} · · · D_{j‘} (a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ‘ = 1, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ k = 1. åÓÌÉ L_ia = a, ÔÏ É L_iD_j a = D_j L_ia = D_j a. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ L_ia ≠ a, ÔÏ i-ÔÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÇÏ ŒÅÓÁ w_I (L_ia) ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ i-ÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ w_I (a). ô. Ë. D_j ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ, L_iD_j a = D_j L_ia ≠ D_j a. □

9.4. õÐÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó D-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ (ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ŒÎÉÚ), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÓÓÉŒ L- , R- ÉÌÉ U- ÐÌÏÔÎÙÍ (Ô. Å. ÐÌÏÔÎÙÍ ŒÌÅŒÏ, ŒÐÒÁŒÏ ÉÌÉ ŒŒÅÒÈ), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÔÉÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. œÙÒÁÚÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ L- , R- É U- ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÁ ÍÁÓÓÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÍÕ Œ n^∘ 9.2.1.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÍÁÓÓÉŒÙ, ÐÌÏÔÎÙÅ ŒÎÉÚ, ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÏÊ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ àÎÇÁ ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ I, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÓÔÒÏË.

ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÁÓÓÉŒÁ a ŒÌÅŒÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÎÉÚ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a^t, ÎÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ŒÌÅŒÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ ÓÁÍÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÉŒ a ÐÌÏÔÅÎ ŒÌÅŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ a ÓÔÒÏËÕ ÚÁ ÓÔÒÏËÏÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓŒÏčÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄŒÏÅË, ÄŒÏÅË | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÏÅË, É Ô. Ä. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÕËŒ^4 i; (i + 1) ∈ I.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÂÉÐÌÏÔÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÌÏÔÅÎ É ŒÌÅŒÏ É ŒÎÉÚ. œ ÓÉÌÕ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÉÚ n^∘ 9.2.1 É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ë ÎÉÍ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÍÁÓÓÙ Œ ÂÉÐÌÏÔÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÄÏÌØ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j É ÄÏÌÖÎÙ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÔØ Ó ÒÏÓÔÏÍ i, Ô. Å. ÍÏÇÕÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÏË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÂÉÐÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ b ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ^5 – = w_I (b) = w_J (b).

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉŒÕ a ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ L É D, ÍÙ ÐÒÅŒÒÁÔÉÍ ÅÇÏ Œ ÂÉÐÌÏÔÎÙÊ ÍÁÓÓÉŒ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÍÁÓÓÉŒÁ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ æ (a). ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

9.4.1. ðòåäìïöåîéå. òÅÚÕÌØÔÁÔ D- , L- , R- ÉÌÉ U- ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÉŒ a ÐÌÏÔÅÎ ŒÌÅŒÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ D É U ÏÎ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÉ, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ ŒÌÅŒÏ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÎÉÚ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÉÐÌÏÔÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ I-ŒÅÓ w_I (a), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÌÅŒÏ

4ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚŒčÒÔËÁ 1 1 2 1 1 2 3 3 ÇÏÄÉÔÓÑ, Á

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 1 2 | ÎÅÔ

5ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÐÒÁŒÁ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Õ ĂÒÁŒÎÙÈĄ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ (2; 1; 1) = (2; 1; 1; 0; 0; 0))

44 áÌÇÅÂÒÁ, 3-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÌÀÂÏÇÏ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÌÅŒÏ. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÅÇÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÎÉÚ Da É D^′a, ÇÄÅ D = D_{j1} · · · D_{jk} , D^′ = D_j′_1 · · · D_j′_{k′} , É ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ L = L_{i1} · · · L_{i‘} , ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÅ a ŒÌÅŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D_j ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ó L É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ Da É ÎÁ D^′a, ÏÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ É ÎÁ LDa É LD^′a, Ô. Å. ÍÁÓÓÉŒÙ LDa = DLa É LD^′a = D^′La ÑŒÌÑÀÔÓÑ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑÍÉ L-ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ La. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ: LD^′a = LDa. ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ n^∘ 9.3.2 ÓÌÏŒÏ L ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ Da É D^′a ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ LDa = LD^′a ÎÁ R_{ik} · · · R_{i1} = L^{−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Da = D^′a. □

9.4.2. ôåïòåíá ï âéåëãéé. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M = L ×_B D ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÌÏÔÎÙÈ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒÏŒ L ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÔÎÙÈ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÏŒ D ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÉÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ B, Ô. Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÄÅËÁÒÔÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ŒÉÄÁ (7-1): M

L �^L D

D �

B �_L

D �

ÇÄÅ ÓÔÒÅÌËÉ L É D ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÍÁÓÓÉŒ Œ ÅÇÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÌÅŒÏ É ŒÎÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M � L ×_B D, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÍÁÓÓÉŒÕ a ÐÁÒÕ (La; Da) ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ DLa = LDa ∈ B , ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÉŒÙ a É a^′ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ La = La^′ É Da = Da^′. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Da = Da^′ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÅ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÅ ŒÌÅŒÏ ÓÌÏŒÏ ~. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ a, É ÎÁ a^′. ðÏÌÕÞÁÅÍ: a = ~^{−1}La = ~^{−1}La^′ = a^′. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÍÁÓÓÉŒÏŒ (a_‘; a_d), Œ ËÏÔÏÒÏÊ a_‘ ÐÌÏÔÅÎ ŒÌÅŒÏ, a_d ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ, É Da_‘ = La_d, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÏ ~, ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÅ a_d ŒÌÅŒÏ ÄÏ La_d. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ~^{−1} ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ La_d, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ a_‘. íÁÓÓÉŒ a = ~^{−1}a_‘ ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ La = a_‘, É Da = D~^{−1}a_‘ = ~^{−1}Da_‘ = ~^{−1}La_d = a_d. □

9.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÁÆÉËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I^a� J | ÜÔÏ ÍÁÓÓÉŒÙ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÎÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ (a_‘; a_d) Ó Da_‘ = La_d É w_I (a_d) = (1; 1; : : : ; 1). ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÑŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ: ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ – = DLa = LDa ŒÅÓÁ |–| = n = #I (ÆÏÒÍÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a), ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ^6 ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ – (ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ a_d), É ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÙ – ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ J (ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ L-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ a^t_‘). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ #J = #I = n, É ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I^∼� J, Ô. Å. ÍÁÓÓÉŒÙ a, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ŒÅÓÁ

w_J (a_‘) = w_J (a) = w_I (a_d) = w_I (a) = (1; 1; : : : ; 1) ;

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÐÁÒÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ^7, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a = a^t, ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÐÁÒÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÔÁÂÌÉÃ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

9.4.4. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ d_–(m) É d_– ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÔÁÂÌÉÃ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ J = {1; : : : ; m} É ÞÉÓÌÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ –. ôÏÇÄÁ ∑ – d_– · d_–(m) = n^m ; ∑ – d^2_– = n! ; ∑ – d_– = #{ff ∈ S_n | ff^2 = 1} ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄčÔ ÐÏ ŒÓÅÍ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ^8. □

6ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ |˘| ÂÕËŒ É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÄÅÊÓÔŒÏŒÁÎÁ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ

7Ô. Å. œ ∈ Sn Ó œ^2 = 1 8Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÌÁ d_˘(m) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÉÚ � m ÓÔÒÏË

9.5. DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É DU-ÏÒÂÉÔÙ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÓ- ÓÉŒÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÅÂÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ D É U. DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D É U ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ DU-ÏÒÂÉÔÏÊ. DU-ÏÒÂÉÔÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÌÏÔÎÙÍ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÁÍ. ïÒÂÉÔÁ O ÔÁËÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a_d ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ a_d ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ U-ÓÌÏŒÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ a_d ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎÃÏÍ ÏÒÂÉÔÙ O. ïÒÂÉÔÙ O_– ÂÉÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ – ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÍÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ m = 3 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ O_{(2;1)}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ { ÔÁÂÌÉÃÅ { ÍÁÓÓÉŒÕ

− 1 1 2^− 0 0 0 1 2 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÍÁÓÓÉŒÏŒ 1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 1 0 U_1 � 0 1 2 0 0 0

�^{U2}

1 0 0 1 1 0

�_{U2}

0 1 1 0 1 0^{U1} �

0 1 0 0 2 0^{U1} � 0 0 1 1 1 0

�_{U2}

0 0 0 1 2 0^{U1} �

�_{U2}

(9-8)

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ D É U. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÉÅËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ ŒÌÅŒÏ ÚÁÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÀÂÏÊ DU- ÏÒÂÉÔÙ O ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ O_–, ÎÉÖÎÉÊ ËÏÎÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÎÉÖÎÅÇÏ ËÏÎÃÁ ÏÒÂÉÔÙ O. œÏÏÂÝÅ, DU-ÏÒÂÉÔÙ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, Á DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ËÁË ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ.

9.5.1. ìåííá. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ DU-ÏÒÂÉÔ O^{′ ’}� O^{′′} ÌÉÂÏ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÌÉÂÏ ÏÒ- ÂÉÔÁ O^{′′} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ^9.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÖÎÉÊ ËÏÎÅÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÒÂÉÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ŒÓÅ D- ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÉÖÎÉÊ ËÏÎÅÃ a^′_d ∈ O^′ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÉÖÎÉÊ ËÏÎÅÃ a^{′′}_d ∈ O^{′′}. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ: a^{′′} = Ua^{′′}_d = U’(a^′_d) = ’(Ua^′_d). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÌÉÓØ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÓÉ- ŒÁ a_1; a_2 ∈ O^′, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ’(a_1) = ’(a_2). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D_j ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(D_j a_1) = ’(D_j a_2). âÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a_1 ≠ a_2 ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ D-ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, Ô. Å. ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1 ≠ a_2,

9Ô. Å. ÍÁÓÓÉŒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÌÏÔÅÎ ËÁË ŒŒÅÒÈ, ÔÁË É ŒÎÉÚ

ÔÁËÕÀ ÞÔÏ D_j a_1 = D_j a_2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ D_j . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D_j ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1, a_2, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÚÏŒčÍ a^j_e, É ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÄÒÕÇÏÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÚÏŒčÍ a^j_f . ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{′′} = ’(a^j_e) = ’(a^j_f ) ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U_j , D_j , ÐÏÓËÏÌØËÕ

D_j a^{′′} = D_j ’(a^j_f ) = ’(D_j a^j_f ) = ’(a^j_f ) = a^{′′}

U_j a^{′′} = U_j ’(a^j_f ) = U_j ’(D_j a^j_f ) = U_j ’(D_j a^j_e) = ’(U_j D_j a^j_e) = ’(a^j_e) = a^{′′} :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ŒÅÒÈÎÉÍ É ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎÃÏÍ ÏÒÂÉÔÙ O^{′′}. □

9.5.2. ìåííá. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ DU-ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÏÅ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ DU-ÏÒ- ÂÉÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÌÉÛØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ A^′ É A^{′′} DU-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ É a^′ ∈ A^′ ∖ A^{′′}. åÓÌÉ D_j a^′ ∈ A^{′′}, ÔÏ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, É ÔÏÇÄÁ a^′ = U_j D_j a^′ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ A^{′′}. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÍÁÓÓÉŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (9-5) : æ (a) = æ (a^∗) , É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ DU-ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ a, a^∗ (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ûÀÔÃÅÎÂÅÒÖÅ).

9.6. äÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_m = Aut (J). îÁ ÌÀÂÏÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ff_j = (j; j + 1), ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_m, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ. ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Œ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÁÈ ÐÏÓÌÅ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÌÏÓØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, s_j É s_{j+1} ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ. ðÏÌÏÖÉÍ

ff_j = D^{sj+1−sj} j = U^{sj −sj+1} j : (9-9)

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. óŒÅÒÎčÍ ÍÁÓÓÉŒ Œ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ, ÐÒÉËÌÅ- ÉŒ ÐÒÁŒÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ n-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Ë ÌÅŒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅ- ÔÁÎÉÅ ÐÏ ËÒÕÇÕ, Ô. Å. ÎÁÚÎÁÞÉÍ Œ ÐÁÒÕ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÁŒÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÛÁÒÕ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ |s_{j+1} − s_j| ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ É ŒÓÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ÔÁÍ ÇÄÅ ÉÈ ŒÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ff_j ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÄŒÉÇÁÅÔ ÉÈ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ (ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ s_j = s_{j+1}). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_j ÎÁ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ŒÅÓ w_J ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ j- ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ff^2_j = Id, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ff_j ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ff_j ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÁ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ R, L É ÓÏ ŒÓÅÍÉ ff_k Ó |k − j| � 2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_j ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÎÁ ŒÓÀ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_m ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ff_jff_{j+1}ff_j = ff_{j+1}ff_jff_{j+1} :

üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÔÒčÈÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑÍÉ ŒÌÅŒÏ L É ÃÉËÌÉ- ÞÅËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ C ÍÙ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊ ÔÒčÈÓÔÒÏÞÎÙÊ ÍÁÓÓÉŒ Œ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂ- ÃÏŒÏÍÕ: ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ L� a b c d e 0 f 0 0 C� b c a e 0 d 0 0 f L� g h 0 k 0 0 f 0 0 C� h g 0 k 0 f L� ‘ 0 k 0 f 0 ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_j ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÔÒÏËÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

9.7. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÛÁÒÉËÉ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_j É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÁÓÓÉŒÕ a ÍÏÎÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÓÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÛÁÒÉËÏŒ ÍÁÓÓÉŒÁ:

x^a = x^{w1J (a)}_1 x^{w2J (a)}_2 · · · x^{wmJ (a)}_m

(ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ x_j ÒÁŒÅÎ j-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ŒÅÓÁ w_J (A)). óÕÍÍÉÒÕÑ ÍÏÎÏÍÙ x^a ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

s_M (x) = ∑ a∈M x^a ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_m] ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_m ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÓÏŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ x^a ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÒÂÉÔ, Á ŒÓÑ- ËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ O_– Ó ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎÃÏÍ Œ ÂÉÐÌÏÔÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ ÐÏÄÈÏ- ÄÑÝÅÊ ÆÏÒÍÙ –, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ s_M (x) = ∑ –∈æ (M)

c^–_M · s_–(x) ; (9-10)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ – ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÓÒÅÄÉ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÉÚ M, Á ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ c^–_M ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ M ÏÒÂÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ O_– (ÉÌÉ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅÈ D-ÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ J-ŒÅÓÁ – Œ M).

óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÒÂÉÔÁ O_– ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ŒÓÅÍÉ L-ÐÌÏÔÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉŒÁÍÉ ÆÏÒÍÙ –, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÁÂÌÉÃÁÍ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ – Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {x_1; x_2; : : : ; x_m}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

s_–(x) = ∑ ” K_{–;”} · x^” = ∑ ” K_{–;”} · x^{”1}_1 x^{”2}_2 · · · x^{”m}_m ; (9-11)

ÇÄÅ ” ∈ J ⊗ Z_{�0} = Z^m_{�0} ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ m-ÍÅÒÎÙÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ K_{–;”} ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ –, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ”_1 ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ”_2 ÄŒÏÊËÁÍÉ, É Ô. Ä. (ÐÒÏ ÔÁËÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÏÓÔÁŒ ”). þÉÓÌÏ K_{–;”} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÏÓÔËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ K_{–;–} = 1 É

K_{–;”} ≠ 0 ⇐⇒ – ⊵ ” (Ô. Å. –_1 + –_2 + · · · + –_j � ”_1 + ”_2 + · · · + ”_j ∀ j ) (9-12)

(ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ëÏÓÔËÉ K_{–;(1}|˘|_) = d_– ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ –). îÁÐÒÍÅÒ, ÐÒÉ m = 3 ÉÚ ÓÈÅÍÙ (9-8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

s_{(2;1)}(x_1; x_2; x_3) = x^2_1x_2 + x^2_1x_3 + x_1x^2 + 2 x_1x_2x_3 + x_1x^2_3 + x^2x_3 + x_2x^2_3 :

9.7.1. ôåïòåíá. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ s_–(x_1; x_2; : : : ; x_m), ÇÄÅ – ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ � m ÓÔÒÏË, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ~_m ⊂ Z[x_1; x_2; : : : ; x_m] ÎÁÄ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÒÂÉÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔ x_1; x_2; : : : ; x_n ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ – ÉÚ � m ÓÔÒÏË, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÍÏÎÏÍÁ ÏÒÂÉÔÙ:

x^{˘1}_1 x^{˘2}_2 · · · x^{˘m}_m ; –_1 � –_2 � · · · � –_m : (9-13)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÍÙ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÒÂÉÔ, É ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ f Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, f ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ m_˘, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÀÑÝÉÈ ÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÉÚ S_m-ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÎÏÍÁ (9-13). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÎÏÍÙ m_˘ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ~_m ÎÁÄ Z. óÏÇÌÁÓÎÏ (9-11) É (9-12) ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ s_˘ | ÜÔÏ ÍÏÎÏÍ (9-13), ŒÈÏÄÑÝÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ s_˘ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ m_˘ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ s_˘ = ∑ ¯⊴˘ K_{˘;¯} · m_¯, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÎÁÄ Z. □

48 áÌÇÅÂÒÁ, 3-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

9.7.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÎÙÅ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ s_{(k)}(x), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ DU-ÏÒÂÉÔÅ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂÃÏŒÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ, Ô. Å. ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-ÓÔÒÏËÉ

– = (k; 0; · · · ; 0) = · · · k ;

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_k(x) | ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ x_1; x_2; : : : ; x_m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ” ŒÅÓÁ |”| = k ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÏÄÎÏÓÔÒÏÞÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÙÓÔÒÏÅÎÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ^{10}. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, s_{(1}k_), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ DU-ÏÒÂÉÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-ÓÔÏÌÂÃÁ

1^k = (1; 1; · · · ; 1) = . k

ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e_k(x), Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ x_1; x_2; : : : ; x_m. ðÒÉÞÉÎÁ ÔÁ ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÏÍÅÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ- ÓÔÏÌÂÃÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ.

9.7.3. ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÏÛÉ É ûÕÒÁ. òÏÌØ ÁÌÆÁŒÉÔÏŒ I É J ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒÉË Œ ËÌÅÔËÅ (i; j) ÍÁÓÓÉŒÁ a ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÍÏÎÏÍ x_iy_j ÏÔ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = x_I = (x_1; x_2; : : : ; x_n) É y = y_J = (y_1; y_2; : : : ; y_m). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ŒÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ a, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n^∘ 9.7) ÍÏÎÏÍ x^{at} y^a. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅËÃÉÉ ÉÚ n^∘ 9.4.2 ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ – = æ (a) ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ s_˘(x) · s_˘ (y), É ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÍÍÁ ÍÏÎÏÍÏŒ x^{at} y^a ÐÏ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÆÏÒÍÁÔÁ I ×J ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ –. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ x^{at} y^a ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ∏ i∈I j∈J ( 1 + x_iy_j + (x_iy_j )^2 + (x_iy_j )^3 + · · · ) :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÉÚ (i; j)-ÔÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (x_iy_j )^{a(i;j)} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍ x^{at} y^a, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÓÓÉŒÕ a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ëÏÛÉ: ∑ ˘ s_˘(x) · s_˘(y) = ∏ i;j 1 1 − x_iy_j

(9-14)

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ I = J, ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉŒÁÍÉ a = a^t, ÐÏÌÏÖÉÔØ x = y = É ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ a-ÍÏÎÏÍÁ ËÏÒÅÎØ a^{def}= √ a^t ^a = √ x^{at} y^a|_{x=y=¸} ;

ÔÏ, ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ –, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ff_˘(), Á ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a | ÓÕÍÍÕ ∑ ˘ ff_˘(). ôÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ

ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ∏ k ( 1 + _k + (_k)^2 + (_k )^3 + · · · ) · ∏ i¡j ( 1 + _i_j + (_i_j )^2 + (_i_j )^3 + · · · ) . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ûÕÒÁ: ∑ ˘ s_˘() = ∏ i 1 1 − _i · ∏ i¡j 1 1 − _i_j

: (9-15)

9.8. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ s_M (x)·s_N (x) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÏÍ ûÕÒÁ ÄÌÑ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ŒÉÄÁ ab ÒÁÚÍÅÒÁ (2n) × m, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÓÉŒÁ b ∈ N ÓÐÒÁŒÁ Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÓÉŒÕ^{11}

10ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ: DU-ÏÒÂÉÔÁ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂÃÏŒÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ ŒÅÓÁ k ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ŒÓÅÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ k ÛÁÒÉËÏŒ ÐÏ m ÑÝÉËÁÍ

11ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ J-ÁÌÆÁŒÉÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ I-ÁÌÆÁŒÉÔ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ I-ÁÌÆÁŒÉÔÏŒ ÍÁÓÓÉŒÏŒ a É b

a ∈ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ M ⊗ N É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ M, N. éÔÁË,

s_M (x) · s_N (x) = ( ∑ a∈M x^a ) · (∑ b∈N x^b ) = ∑ a∈M b∈N x^{ab} = ∑ c∈M⊗N

x^c :

æÏÒÍÕÌÕ ŒÉÄÁ (9-10), ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ s_–(x) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ s_–(x), ÄÁčÔ ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ

9.8.1. ôåïòåíá (ðòáœéìï ìéôôìœõäá { òéþáòäóïîá). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ –, —

s_–(x) · s_—(x) = ∑ c_{–—} · s (x) ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ , ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ |—| ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ –, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_{–—} ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÄÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË —_1 ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, —_2 ÄŒÏÊËÁÍÉ, —_3 ÔÒÏÊËÁÍÉ É Ô. Ä., ÔÁË ÞÔÏ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÏË ĂËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙĄ ∖ – ÞÉÓÌÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, Á ŒÄÏÌØ ÓÔÏÌÂÃÏŒ | ÓÔÒÏÇÏ (ËÁË Œ ÔÁÂÌÉÃÅ àÎÇÁ), É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ĂËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙĄ ÓÔÒÏËÕ ÚÁ ÓÔÒÏËÏÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓŒÏčÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ ÅÄÉÎÉÃ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄŒÏÅË, ÄŒÏÅË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÏÅË É Ô. Ä. (ËÁË Œ ÕÐÒ. 9.2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ Œ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ O_˘ ⊗ O_¯ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ DU-ÏÒÂÉÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÐÌÏÔ- ÎÑÀÔÓÑ ŒÌÅŒÏ ÄÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ O_˚ . ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÉŒ ab ÌÅÖÉÔ Œ ÔÁËÏÊ ÏÒÂÉÔÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÉŒÙ a, b ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÂÉÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ –, — ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÏÂÁ ÏÎÉ ÐÌÏÔÎÙ ŒÌÅŒÏ É ÉÍÅÀÔ I- ŒÅÓÁ – É — ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D_j ÎÁ ĂÔÏÌÓÔÙÊĄ ÍÁÓÓÉŒ ab ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÂÏ Œ Åč ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ^{12} b , ÌÉÂÏ Œ Åč ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ^{13} a. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÉ ŒÎÉÚ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÓÓÉŒ ŒÉÄÁ a^′b^′, Œ ËÏÔÏÒÏÍ a^′ ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ, É ÏÂÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a^′, b^′ ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÌÏÔÎÙ ŒÌÅŒÏ É ÉÍÅÀÔ I-ŒÅÓÁ –, —. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a^′ ÂÉÐÌÏÔÅÎ ÆÏÒÍÙ –. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a^′b^′ = –b^′ ÒÁŒÎÁ , ÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ b^′ | ÜÔÏ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÅ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÓÔÒÏËÉ ĂËÏÓÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙĄ ∖ –, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ (ÐÅÒŒÏÅ, ĂÔÁÂÌÉÞÎÏÅĄ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÎÉÚ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab, Á ŒÔÏÒÏÅ, ĂÓÌÏŒÅÓÔÎÏÅĄ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 9.2, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒÁ b^′). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ~_3 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ s_{(1)} · s_{(1;1)} É s^2_{;1}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÞÅÓÔÎÏÅĄ É ĂÈÁÌÑŒÎÏÅ^{14}Ą ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ^{15}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ-òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ÐÒÁŒÉÌÁ ðØÅÒÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ É ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ:

s_˘ · e_k = s_˘ · s_{(1}k_) = ∑ ¯ s_¯ (9-16)

s_˘ · h_k = s_˘ · s_{(k)} = ∑ ˚ s_˚ (9-17)

ÇÄÅ — É ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉÓÙŒÁÎÉÅÍ k ÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÏŒÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ — É Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ .

9.8.2. ðÒÉÍÅÒ: ÅÝč Ï ÐÏÌÎÙÈ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅÓÏŒÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁ ” ∈ Z^r_{�0} ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_ȷ = e_{ȷ1} e_{ȷ2} · · · e_{ȷr} É h_ȷ = h_{ȷ1} h_{ȷ2} · · · h_{ȷr} | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

12ÅÓÌÉ ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ ÐÒÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ŒÎÕÔÒÉ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab ÌÅÖÉÔ Œ b, ÔÏ ÏÎ ÐÏÄÁŒÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÐÒÁŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ É ÄÌÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ŒÎÕÔÒÉ b 13ÅÓÌÉ Œ b ÎÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ ÐÒÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ŒÎÕÔÒÉ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab 14Ô. Å. ÐÒÉÍÅÎÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ n^∘ 9.8.1 ÎÅ Ë s_{(1)} · s_{(1;1)}, Á Ë s_{(1;1)} · s_{(1)}, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓč ÒÁŒÎÏ 15

ÏÔŒÅÔÙ: s s = s + s , s^2 = 2 · 0 B @s + s + s 1 C A + s + s

50 áÌÇÅÂÒÁ, 3-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e_k(x) = s_{(1}k_)(x_1; x_2; : : : ; x_m) É h_k(x) = s_{(k)}(x_1; x_2; : : : ; x_m) ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ n^∘ 9.7.2. ðÏ ÉÎÅÒÃÉÉ, ÉÈ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ É ÐÏÌÎÙÍÉ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ

h_ȷ = s_{(ȷ1 )}s_{(ȷ2)} · · · s_{(ȷr )} = s_{O(ȷ1 ) ⊗O(ȷ2 ) ⊗···⊗O(ȷr )}

ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ O_{(ȷ1 )} ⊗ O_{(ȷ1)} ⊗ O_{(ȷ2 )} ⊗ · · · ⊗ O_{(ȷr )}, É ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (9-10) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ s_˘ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ h_ȷ = ∑ ˚ K_{˚;ȷ} · s_˚ ; (9-18)

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÙ ÆÏÒÍÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂÃÏŒÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ Ó I-ŒÅÓÁÍÉ ”_1; ”_2; : : : ; ”_r ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓŒÏÉÍ ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎÃÁÍ | ÔÁÂÌÉÃÁÍ ÆÏÒÍÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ”. íÎÏÇÏÞÌÅÎ

e_ȷ = s_{(1}ȷ1_)s_{(1}ȷ2_) · · · s_{(1}ȷr_) = s_{O(1ȷ1 )⊗O1ȷ2 ⊗···⊗O(1ȷr )}

ÏÔŒÅÞÁÅÔ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ O_{(1}ȷ1_) ⊗ O_{(1}ȷ2_) ⊗ · · · ⊗ O_{(1}ȷr_). ëÁÖÄÙÊ ÍÁÓÓÉŒ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ |”| ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ, ÒÁÚÂÉÔÙÈ ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒÙ a_1a_2 : : : a_r ÛÉÒÉÎÙ ”_1; ”_2; : : : ; ”_r , ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒ, É j-ÎÏÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒÁ a_i. ðÒÉ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÉ ŒÎÉÚ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÓÓÉŒ a^′_1a^′_2 : : : a^′_r Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ŒÙÓÔÒÏÅÎÙ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÌÏÔÎÙÈ ÃÅÐÏÞÅË, ÉÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒÅ a^′_1 ÔÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÔÁÒÔÕÅÔ ÉÚ ÌÅŒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ, Á Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÌÉÂÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ, ÌÉÂÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÎÏŒÕÀ, ÏÐÑÔØ ÔÁËÉ, ÉÚ ÌÅŒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒ a^′_i ÐÒÉŒÎÏ- ÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Œ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ J-ŒÅÓÁ. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ J-ŒÅÓ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ , ÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ Œ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÏÍÅÒÁ i ÔÅÈ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒÏŒ a^′_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ŒËÌÁÄ Œ ÜÔÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ J-ŒÅÓÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ” É ÆÏÒÍÙ , ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÊ Ë ÆÏÒÍÅ : ÎÏÍÅÒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÎÅÕÂÙŒÁÔØ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ, É ËÁÖÄÙÊ ÎÏÍÅÒ i ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÒÏŒÎÏ Œ ”_i ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏÞËÁÈ. éÔÁË,

e_ȷ = ∑ ˚ K_{˚;ȷ} · s_˚ : (9-19)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ ëÏÓÔËÉ (9-12) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (9-19), (9-18) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ h_¯, ÇÄÅ — ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ � m ÓÔÒÏË, Á ÔÁËÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_˚ , ÇÄÅ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ � m ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓÙ Z-ÍÏÄÕÌÑ ~_m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. œÙŒÅÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (9-19), (9-18) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ðØÅÒÉ (9-16), (9-17).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e_¯, ŒÅÓ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ � m ÓÔÏÌÂÃÏŒ, Œ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ m_˘ (ÇÄÅ – ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÚ � m ÓÔÒÏË) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ e_¯ = m_¯ + ∑ ˚¡¯ (ÌÅËÓ.)

¸^˚_¯m_˚ , ÇÄÅ ¸^˚_¯ ∈ Z_{�0} .