12 áÌÇÅÂÒÁ, 3-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

§3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.

3.1. ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ. ðÕÓÔØ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ R ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ V � V . œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ R ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ŒÚÑÔÉÑ ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ^1 A_R ⊂ End(V ) Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ V . íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÏÂÏ- ÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ËÏÒÎÅŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ É ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÉÚ A_R. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; W ⊂ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ f(U) ⊂ W ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ R ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ A_R.

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ R-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ (ÉÌÉ R-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ), ÅÓÌÉ f(U) ⊂ U ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ R (É ÉÚ A_R). R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍ), ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ R-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÓÁÍÏÇÏ V . R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ R-ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ (ÉÌÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ R-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

3.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f. åÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ A_R ⊂ End(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

ev_f : k[t]^{t→f} � End(V ) (3-1)

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f, Ô. Å. ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ k[t]=(¯_f ), ÇÄÅ ¯_f | ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ dim V = 1, Á ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, ÎÏ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k^2 Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ f = ( 1 1 0 1 ) : œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (3-1) ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ k[t]-ÍÏÄÕÌÑ: ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’(t) ∈ k[t] ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ŒÅËÔÏÒÕ v ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ’(f). éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ R = {f}, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ A_R É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k[t] ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ k[t]- ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ

k[t] (%^{m1}_1 ) ⊕ k[t] (%^{m2}_2 )

⊕ · · · ⊕ k[t] (%^{ms}_s ) ; ÇÄÅ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ %_i ∈ k[t] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, Á ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ t.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ % ∈ k[t] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k[t]=(%^m) Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ t ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÎÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m = 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ k[t]=(%) (ÇÄÅ % ∈ k[t] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ) Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t, Á ŒÓÑËÏÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ŒÉÄÁ k[t]=(%^m).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ß, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ß^2 = ß.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = ker ß ⊕ im ß, ÐÒÉÞčÍ ß ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ im ß ŒÄÏÌØ ker ß.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, ÎÁÄÅÌčÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ) ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÅ ËÏÌØÃÅŒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ +; · : V × V � V ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

2Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ¯(t) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ¯(f) = 0 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÁÎÎÕÌÉÒÏŒÁÌÓÑ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÍÓÑ Œ k[t] ÎÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

3.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ R ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ∈ R ÂÕÄÕÔ R-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ R ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ fv = ˘v ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ fgv = gfv = g˘v = ˘gv. ïÔÓÀÄÁ, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim V , ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ R ÉÍÅÀÔ Œ V ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÔÁË, ÅÓÌÉ dim V = 1 ÉÌÉ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓËÁÌÑÒÎÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ f ∈ R ÎÅ ÓËÁÌÑÒÅÎ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_˘ = {v ∈V | fv = ˘v} Ó dim V_˘ ¡ dim V É R(V_˘) ⊂ V_˘. ðÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Œ V_˘ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ÉÚ R ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ R ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁ- ÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ∈ R, ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ R-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ R ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ.

3.1.3. óìåäóôœéå. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. □

3.1.4. óìåäóôœéå. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^{|G|} −1 = 0 ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. □

3.1.5. ðòåäìïöåîéå (ìåííá ûõòá I). ðÕÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^f � V ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ⊂ End(V ). åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉ ŒÄÏÂÁŒÏË ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ f = ˘ · Id_V ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ˘ ∈ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ f ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ R ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ker f É im f ÑŒÌÑÀÔÓÑ R-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ Œ V É ÐÏÔÏÍÕ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ker f ≠ V É im f ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ker f = 0 É im f = V , Ô. Å. f ÂÉÅËÔÉŒÅÎ^3. åÓÌÉ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ R-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ V . □

3.2. íÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ % : A � EndV ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÓÅ ŒŒÅÄčÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÏÎÑÔÉÑ: ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓŒÏÊ ÓÍÙÓÌ É ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ É Ô. Ð. ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R = A_R = %(A). äÌÑ a ∈ A ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ %(a) Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ av (ÅÓÌÉ ÐÏÎÑÔÎÏ Ï ËÁËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÉÄčÔ ÒÅÞØ ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ).

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U^’� V ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ A-ÍÏÄÕÌÑÍÉ U É V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ A, Ô. Å. f(au) = af(u) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A É u ∈ U. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ A-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom_A(U; V ). ïÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(U; V ). ðÒÉ U = V A-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ End_A(V ) ⊂ End(V ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÄÕÌÅÍ É ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ A-ÍÏÄÕÌÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ U ⊕ V ÄŒÕÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ U, V

3ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ V Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ

14 áÌÇÅÂÒÁ, 3-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ a(u; v) = (au; av). åÓÌÉ ÖÅ U ⊂ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌÅÍ Œ A-ÍÏÄÕÌÅ V , ÔÏ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V=U ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ a[v (mod U) ] = [av] (mod U) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ A-ÍÏÄÕÌØ W ÒÁÚÌÏÖÅÎ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W = U ⊕ V , ÐÒÉÞčÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÔÏÒ W ÎÁ U ŒÄÏÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

3.2.1. óìåäóôœéå (ìåííá ûõòá II). åÓÌÉ A-ÍÏÄÕÌÉ U É V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ A-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ∈ Hom_A(U; V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÓÌÉ ŒÄÏÂÁŒÏË ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ

dim Hom_A(U; V ) = { 0, ÅÓÌÉ U ≁= V 1, ÅÓÌÉ U ∼= V :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ f A-ÌÉÎÅÅÎ, ker f ⊂ U É im f ⊂ V ÑŒÌÑÀÔÓÑ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ. åÓÌÉ f ≠ 0, ÔÏ ker f ≠ U É im f ≠ 0, ÏÔËÕÄÁ ker f = 0, im f = V , Ô. Å. f ÂÉÅËÔÉŒÅÎ. åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ U Ó V ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ f É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ (ÓÍ. n^∘ 3.1.5), ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hom_A(U; V ) ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ ˘f Ó ˘ ∈ k. □

3.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

3.3.1. ìåííá (ëòéôåòéé ðïìõðòïóôïôù). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ^4 A-ÍÏ- ÄÕÌÑ W ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) W ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ;

2) W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ;

3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ U ⊂ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ V ⊂ M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ W = U ⊕ V ;

4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ U ⊂ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ß ∈ End_A(W ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ß^2 = ß É im ß = U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÉ (3) ⇒ (1) ⇒ (2) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (2) ⇒ (3). ðÕÓÔØ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ- ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ V_ff. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ U ⊊ W ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ V_ff ÔÁËÉÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ V_1; V_2; : : : ; V_m, ÞÔÏ W = U ⊕ V_1 ⊕ V_2 ⊕ · · · ⊕ V_m. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÅÒčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V_1 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U (ÔÁËÏŒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ U ≠ W É W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V_1 ∩ U ≠ V_1, ÂÕÄÕÞÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ V_1, ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ U É V_1 | ÐÒÑÍÁÑ. åÓÌÉ U ⊕ V_1 ≠ W , ÔÏ ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ U ÎÁ U ⊕ V_1 ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ V_2 ⊄ U ⊕ V_1, É ŒÉÄÉÍ ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ U, V_1 É V_2 ÔÏÖÅ ÐÒÑÍÁÑ, É Ô. Ä. ÐÏËÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÁÅÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÁÇÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ U = 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ (2) ⇒ (1).

îÁËÏÎÅÃ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ (3) É (4) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ (3) ÐÒÏÅËÔÏÒ ß ÎÁ U ŒÄÏÌØ W ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (4), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ (4) A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ U = im ß É V = ker ß ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (3) Œ ÓÉÌÕ ÕÐÒ. 3.2. □

3.3.2. óìåäóôœéå. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ É ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÁË- ÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ. ëÁÖÄÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ A- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ. æÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, Á ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ÏÂÒÁÚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÅÍÕ ÓÁÍÏÍÕ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ). □

4ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, É ÐÒÅÏÄÏÌÅŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÒÁÎÓ- ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÔÉÐÁ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ End (V^{⊕n}) ≃ Mat_n (End(V )).

3.3.3. ôåïòåíá (ôåïòåíá ðìïôîïóôé^5). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A É A-ÍÏÄÕÌÑ V ÐÏÌÏÖÉÍ B = End_A(V ). åÓÌÉ A-ÍÏÄÕÌØ V ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÔÏ End_B(V ) = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ B, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ A, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ A ⊂ End_B (V ). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_1; e_2; : : : ; e_n} É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ’ ∈ End_B (V ) ÐÏÄÂÅÒčÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ a∈A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ’e_i = ae_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i (ÞÔÏ ŒÌÅÞčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ = a). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÅÍ n-ËÒÁÔÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ W = V ⊕ V ⊕ · · · ⊕ V n (3-2)

É ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒŒÅÄčÍ ÎÁ ÎÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ A, B É End_B (V ), ÐÏÌÁÇÁÑ

f (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (fv_1; fv_2; : : : ; fv_n) :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ W ŒÅËÔÏÒ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n). îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’e ∈ A e ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ’ ∈ End_B (V ). ðÏÓËÏÌØËÕ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ A e ⊂ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A- ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ, Ô. Å. A e = ß(W ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ß ∈ End_A(W ) Ó ß|_{Ae} = Id_{Ae}. åÓÌÉ ÂÙ ÐÒÏÅËÔÏÒ ß ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÌ Ó ’, ÍÙ ÂÙ ÉÍÅÌÉ ’(e) = ’(ße) = ß(’e) ∈ A e, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ß ∈ End_{EndB (V )}(W ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ß ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÍÁÔÒÉÃÅÊ (ß_{ij} ) , (i; j)-ÔÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ß_{ij} ∈ End(V ) ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÔ i-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ß ÎÁ j-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3-2), Ô. Å. ÚÁÐÉÛÅÍ

ß(v_1; v_2; : : : ; v_n) = ( ∑ ˚ ß_{1˚} v_˚ ; ∑ ˚ ß_{2˚} v_˚ ; : : : ; ∑ ˚ ß_{n˚} v_˚ ) : (3-3)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ß(aw) = aß(w) ŒÅËÔÏÒ w = (0; : : : ; 0; v; 0; : : : ; 0) , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ j-ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ v ∈V , Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÕÌÅŒÙÅ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (3-3), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ß_{ij} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ aß_{ij} = ß_{ij} a, Ô. Å. ß_{ij} ∈ End_A(V ) = B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ß ∈ Mat_n(B) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ ’ · E, ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ’ ∈ End_B (V ), ËÁË É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ. □

3.3.4. óìåäóôœéå (ôåïòåíá âåòîóáêäá). åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R ⊂ End(V ), ÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ:

A_R = End(V ) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ End_{AR} (V ) = k. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ End(V ) = End_k(V ) = A_R. □

5Œ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÁËÖÅ double commutator theorem