îíõ, ŒÅÓÎÁ 2006, ìÉÎÅÊÎÁÑ áÌÇÅÂÒÁ É çÅÏÍÅÔÒÉÑ (1 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 4

åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

á4⋄1. ðÕÓÔØ p_0; p_1; : : : ; p_k ∈ R^n ÁÆÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ^1. îÁÊÄÉÔÅ çíô ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ŒÓÅÈ p_i. œÏËÒÕÇ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ (k−1)-ÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÌÉ ÏÎÁ?

á4⋄2 (ËÕÂ). œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÕÂÅ |x_i| ⩽ 1 ÎÁÊÄÉÔÅ:

Á) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÓÅÊ É (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Â) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Œ) ÄÌÉÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ Ç) ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Ä) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ É ÒčÂÒÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÉ n → ∞ Å) ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ m-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ Ö) Œ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÑÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ á4⋄3 (ÓÉÍÐÌÅËÓ). œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ ÎÁÊÄÉÔÅ:

Á) ÒÁÄÉÕÓÙ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÏŒ Â) ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÇÒÁÎÅÊ Œ) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ m É (n − m − 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ.

á4⋄4. úÁÄÁÀÔ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ R[x] Á) 1∫ −1 P (x)Q(x) dx Â) 1∫ −1 P (x)Q(x) dx √ 1 − x^2 Œ) +∞∫ 0 P (x)Q(x)e^{−x}dx Ç) +∞∫ −∞ P (x)Q(x)e^{−x2} dx ?

óÒÁŒÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {x^˚ } ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ìÁÇÇÅÒÁ, üÒÍÉÔÁ, ìÅÖÁÎÄÒÁ É þÅÂÙÛÅŒÁ:

Ä) L_n(x) = e^{x dn}(^{e−xxn})_{dxn} Å) E_n(x) = e^{x2 dne−x2}_{dxn} Ö) P_n(x) =^{dn(1−x2)n}_{dxn} Ú) T_n(x) = cos(n arccos x)

á4⋄5. îÁÊÄÉÔÅ min 1∫ −1 P^2(x) dx ÐÏ ŒÓÅÍ P ∈ R[x] Ó deg P ⩽ k É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

á4⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë sin x ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ

[0; ß] Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ß∫ 0 P (x)Q(x) dx.

á4⋄7. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ tr (AB^t) ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ? îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÍÁÔÒÉÃ:

Á) ÂÅÓÓÌÅÄÏŒÙÈ; Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ; Œ) ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ; Ç) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ. á4⋄8. 0-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ. 1-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ ˝^1_k = · · · k . 2-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ

˝^2_k = ˝^1 + ˝^1_2 + · · · + ˝^1_k = k 8 > > > > >< > > > > >:

k

:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ k (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÔÕ- ÐÅÎÞÁÔÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ŒÙÓÏÔÙ, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÏÐËÕ ŒÄÏÌØ n-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ: ˝^n_k = ˝^{n−1}_1 + ˝^{n−1}_2 + · · · + ˝^{n−1}_k . óËÏÌØËÏ ËÕÂÉËÏŒ ÕÊÄčÔ ÎÁ Åč ÐÏÓÔÒÏÊËÕ É ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔ- ÓÑ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Ë ÏÂSSÅÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÕ É ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ?

1Ô. Å. ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ á4⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSSÅÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÞÅÒÅÚ (k − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ É ÄÌÉÎÕ ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅč ŒÙÓÏÔÙ.

íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÁÑ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (v_i; v_j ). åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ G(v_1; v_2; : : : ; v_n)^{def}= det((v_i; v_j )) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ.

á4⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_i ÞÅÒÅÚ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ.

á4⋄11. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÏÔ ËÏÎÃÁ ŒÅËÔÏÒÁ v ÄÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_k Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ G(v; e_1; · · · ; e_k)=G(e_1; e_2 · · · ; e_k) ?

á4⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ p_0; p_1; : : : ; p_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ´(p_0; p_1; : : : ; p_n)^{def}= det(|p_ip_j |^2) = 0 ?

á4⋄13. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ p_0; p_1; : : : ; p_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ `(p_0; p_1; : : : ; p_n) ÐÏÒÑÄËÁ (n + 2), ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ´(P_0; P_1; : : : ; P_k) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÌÅŒÁ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÎÕÌÑ Œ ÌÅŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ.

á4⋄14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÏËÒÕÇ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ [p_0; p_1; : : : ; p_n] ÒÁŒÅÎ −^1_2 (´(p_0; p_1; : : : ; p_n)=`(p_0; p_1; : : : ; p_n)) .

á4⋄15. óŒÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ K ⊂ R^n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÙÈ, ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^n ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

|v|_K^{def}= inf{˘ ⩾ 0 | −→v ∈ ˘ · K}

É ÐÏÌÏÖÉÍ %_K (p; q) = |−→pq|_K . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ %_K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ R^n, É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÉÇÕÒÙ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÔØÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ëÁËÉÍ ÆÉÇÕÒÁÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÍÅ- ÔÒÉËÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ?

á4⋄16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ R^n ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

% : R^n × R^{n (p;q)→}

√_{(−→pq;−→pq)} � R :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ (p; q) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (−→v ; −→w ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

%^′(p; q)[−→v ; −→w ] =

(−→pq ; −→w − −→v ) %(p; q)

= |−→w | cos(’) − |−→v | cos() ;

ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ −→w É −→pq, Á | ÍÅÖÄÕ −→v É −→pq.

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 4, ÓÔÒ. 2)