§13. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ.

13.1. (ëÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V^{⊗n} ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ:

œ(v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n)^{def}= v_{œ(1)} ⊗ v_{œ(2)} ⊗ · · · ⊗ v_{œ(n)} ∀ œ ∈S_n ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Sym^nV = { t ∈ V^{⊗n} | œ(t) = t ∀ œ ∈S_n } (13-1) Skew^nV = { t ∈ V^{⊗n} | œ(t) = sgn(œ) · t ∀ œ ∈S_n } (13-2) É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ. éÈ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ Ó ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓ {e_1; e_2; : : : ; e_d}. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ

e_{[m1;m2;:::;md]} = � ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ m1 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e1, m2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e2, : : : , m_d ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e_d � (13-3)

(ÇÄÅ � ˚ m_˚ = n) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Sym^nV , Á ÐÏÌÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ

e_{⟨i1 ;i2 ;:::;in⟩} = � œ∈S_n

sgn(œ) · e_{iœ(1)} ⊗ e_{iœ(2)} ⊗ · · · ⊗ e_{iœ(n)} (13-4)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Skew^nV .

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ (13-3) É (13-4) ÓÏÓÔÏÑÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ n! m_1! m_2! · · · m_d!

É n!

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ S^mV (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎØ ~^nV ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÍÏÎÏÍ e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{md}_d (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ e_I ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ char k = p, ÔÏ ŒÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ p, É ŒÓÅ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ p, ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÎÅÛÎÅÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ. œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 13.1.1. ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ char k = 0, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

V^{⊗n sn}� S^nV ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Sym^n ⊂ V^{⊗n} É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

V^{⊗n an}� ~^nV ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Skew^n ⊂ V^{⊗n} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. □ 13.2. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ^1. ïÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ n^∘ 13.1.1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

~^nV^{pl}� Skew^nV É S^nV^{pl}� Sym^nV

1Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ char k = 0

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ (ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ïÎÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÕÀ É ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏÌÎÙÍÉ ÐÏÌÑÒÉ- ÚÁÃÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎ- ÚÏÒÏŒ pl � e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{md}_d � = m_1! m_2! · · · m_d! n! · e_{[m1;m2;:::;md]} ; (13-5)

Á ÐÏÌÎÙÍÉ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ | ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ pl (e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} ) = 1 n! e_{⟨i1;i2;:::;in⟩} : (13-6)

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 12.5, (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ pl(f) ∈ V^{∗⊗n} = V^{⊗n∗} ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØÓÑ ËÁË (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

V × V × · · · × V � � � n ef � k :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ f ∈ S^nV^∗ (ÓÏÏÔŒ. ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ f ∈ ~^nV^∗) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ (ÓÏÏÔŒ. ËÏÓÙÅ) ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒ-

ÍÙ V × V × · · · × V

� � � n ef � k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ~f = pl(f) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

V × V × · · · × V � � � m ef� k ;

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ~f(v; v; ; : : : ; v) = f(v) ∀ v ∈ V , É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ∈ S^2V^∗ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2-1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

Skew^nV Sym^nV

V^{⊗n symn}�

�^{altn}

~^nV

pl �

�^{an} S^nV

pl � s_n �

(13-7)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÚ V^{⊗n sn} � S^nV É V^{⊗n an} � ~^nV ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÕÀ É ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, Á V^{⊗n symn} � Sym^n(V ) É V^{⊗n altn} � Skew^n(V ) ÓÕÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

sym_n(t)^{def}= 1 n! � œ∈S_n

œ(t) ; alt_n(t)^{def}= 1 n! � œ∈S_n

sgn(œ) · œ(t) : (13-8)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ char k = 0 ÐÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ ÍÅÖÄÕ V^{⊗m} É V^{∗⊗m} ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ:

Á) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Sym^mV É Sym^mV^∗, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÖÄÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ S^mV É S^mV^∗, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ {e_˚ } ⊂ V É {x_˚ } ⊂ V^∗, ÓÐÁÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ: � e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{md}_d ; x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{md}_d � = = � e_{[m1;m2;:::;md]} ; x_{[m1 ;m2;:::;md]}

�_{−1} = m_1! · m_2! · · · · · m_d! m! (13-9)

(ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÕÌÅŒÙÅ);

Â) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Skew^mV É Skew^mV^∗, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÖÄÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ~^mV É ~^mV^∗, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÙ ÓÐÁÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ: � e_I ; x_I � = � e_{⟨i1;i2 ;:::;im⟩} ; x_{⟨i1 ;i2 ;:::;im⟩}

�_{−1} = 1 m! (13-10)

(ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÕÌÅŒÙÅ).

13.3. ðÏÌÑÒÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓŒčÒÔËÉ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ

c^1 : V × V^{∗⊗m (v;’)→c1(v⊗’)} � V^{∗(m−1)}

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ Œ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ^2. âÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ | Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

pl : (v; f) −→ pl_vf :

V × S^mV^∗ � S^{m−1}V^∗ V × ~^nV^∗ � ~^{m−1}V^∗ ; ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ (ÉÌÉ ŒÚÑÔÉÅÍ ÐÏÌÑÒÙ ŒÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f) É ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ m Œ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ pl_vf ÓÔÅÐÅÎÉ (m − 1), ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�pl_vf(w_1; w_2; : : : ; w_{m−1}) = ~f(v; w_1; w_2; : : : ; w_{m−1}) ;

ÇÄÅ ~f ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ f. éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

pl_vpl_wf = � pl_wpl_vf, ÅÓÌÉ f ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ −pl_wpl_vf, ÅÓÌÉ f ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ;

Ô. Å. ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÁÎÔÉ)ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÐÏÌÑÒÙ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ pl_{v1;v2;:::;vr} f^{def}= pl_{v1} pl_{v2} · · · pl_{vr} f ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S^rV ×S^mV^∗ � S^{m−r}V^∗ É ~^rV ×~^mV^∗ � ~^{m−r}V^∗ , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g = pl_{v1;v2;:::;vr} f, ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

~g(w_1; w_2; : : : ; w_{m−r}) = ~f(v_1; v_2; : : : ; v_r; w_1; w_2; : : : ; w_{m−r}) :

13.4. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ {e_˚ } ⊂ V É {x_˚ } ⊂ V^∗, ÔÏ ÓŒčÒÔËÁ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ Ó e_i ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÎÏÍ (13-3) Œ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ (m_i − 1) ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÊ e_i (ÉÌÉ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ m_i = 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (13-5) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ deg(f) · pl_{ei} f = @f=@x_i ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = � v_ie_i ∈ V ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

deg(f) · pl_vf = @_vf = � v_i @f @x_i ; ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ: @_u@_v = @_v@_u.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ: @_v(f · g) = @_v(f) · g + f · @_v(g).

2ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ: ÆÉËÓÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ V × V × · · · × V | {z } m ’� k ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ Åč Œ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ (m − 1) ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ äÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ V É f ∈ S^{m+n}V^∗ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ: m! @^mf @v^m

(w) = n! ~f(v; v; : : : ; v � � � m ; w; w; : : : ; w � � � n ) = (n − m)!

@^{n−m}f @w^{n−m}

(v) ; (13-11)

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (13-11) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÐÏ v É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏ w), Á ÎØÀÔÏÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÄÁčÔ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ:

f(v + w) = ~f � (v + w)^{deg f} � = deg f�

˚=0 � deg f ˚ � ~f � v^{deg f−˚} w^˚ � = deg f�

˚=0 1 ˚! @^˚_wf(v) ; (13-12)

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÕÀ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ S^nV^∗ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

~f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = 1 n! @_{v1} @_{v2} · · · @_{vn} f ∀v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ V :

13.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ S ⊂ P_n = P(V ) ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x) = 0 Ó F ∈ S^dV^∗, É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ‘ = (pq) ∈ P_n Ó p; q ∈ V . ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (˘ : ¯) ÔÏÞËÉ ˘p + ¯q ∈ ‘ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ p, q. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ôÜÊÌÏÒÁ (13-12) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ‘ ∩ S ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ (˘ : ¯)

f(˘; ¯) = F (˘p + ¯q) = d� i=0 ˘^i¯^{n−i} � d i � ~F (p^i; q^{n−i}) =

= d� i=0 ˘^i¯^{n−i} 1 i! @^iF @p^i

(q) = d� i=0 ˘^i¯^{n−i} 1 (d − i)!

@^{d−i}F @q^{d−i}

(p) ; (13-13)

i-ÔÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ~F (p^i; q^{n−i}) = ~F ( i � � � p; p; : : : ; p; d−i � � � q; q; : : : ; q) =

(d − i)! d! @^iF @p^i

(q) = i! d! @^{d−i}F @q^{d−i}

(p) ÂÉÏÄ-

ÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ (p; q) ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (i; n − i). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÂÏ ‘ ÌÅÖÉÔ ÎÁ S (ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ f(˘; ¯) ≡ 0, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ~F (p^i; q^{n−¯}) = 0 ∀ i), ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ S Œ deg S ÔÏÞËÁÈ a_i = (ff^′_i : ff^{′′}_i ), ÕÞÉÔÙŒÁÅÍÙÈ Ó ÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ det � ˘¯ ff^′_i ff^{′′}_i � = (ff^{′′}_i ˘ − ff^′_i¯)

Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (13-13) ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ^3 f(˘; ¯) = � (ff^{′′}_i ¯ − ff^′_i˘)^{si} . ðÏËÁ- ÚÁÔÅÌØ s_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ó ÐÒÑÍÏÊ ‘ Œ ÔÏÞËÅ a_i É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (S; ‘)_{ai} . ðÒÑÍÁÑ ‘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë S Œ ÔÏÞËÅ a ∈ ‘ ∩ S, ÅÓÌÉ (S; ‘)_a � 2 ÉÌÉ ‘ ⊂ S.

ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ S Œ ÔÏÞËÅ p∈S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë S Œ p. åÓÌÉ T_pS = P_n, ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ Œ ÔÏÞËÅ p (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S). œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ S. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓŒÏÉÈ ÔÏÞËÁÈ. þÉÓÌÏ

mult_S (p)^{def}= min_{‘∋p} (‘; S)_p

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p ÎÁ S. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÔÏÞËÉ p ∈ S ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ mult_S (p) = 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ∈ S ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØ � m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ (m − 1)-ËÒÁÔÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ F ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ p.

óŒÏÊÓÔŒÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËŒÁÄÒÉË ÉÚ §2.

3Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = ˘=¯ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(t; 1) = Q (t − ffi)^{mi} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t; 1) ∈ k[t] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

86 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

13.4.2. ìåííá. ðÒÑÍÁÑ (pq), ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ S É ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ q ∈ P_n, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ S Œ ÔÏÞËÅ p, ËÏÇÄÁ ~F (p^{n−1}; q) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. F (p + tq) = t

�_d 1 � ~ F (p^{n−1}; q) + t^2

�_d 2 � ~ F (p^{n−2}; q^2) + · · · ÉÍÅÅÔ t = 0 ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ � 2 , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ~F (p^{n−1}; q) = 0. □

13.4.3. óìåäóôœéå. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pS ÌÉÂÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ-

ËÏÓÔØ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ^n � i=0 y_i^{@F}_{@xi} (p) = 0 ÎÁ y ∈ P_n , ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ P_n,

ËÏÇÄÁ^{@F}_{@xi} (p) = 0 ∀i. □

13.4.4. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ q | ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ S ÉÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÎÅ S. ôÏÇÄÁ ŒÉÄÉÍÙÊ ÉÚ q ËÏÎÔÕÒ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ^4 S ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ S ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ

S^{(d−1)} q def= � y ∈P_n � � � n� i=0 q_i @F @x_i

(y) = 0 � ; (13-14)

ÓÔÅÐÅÎÉ (d − 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (qy) ËÁÓÁÅÔÓÑ S Œ y, ÅÓÌÉ 0 = ~F (y^{n−1}; q) = pl_q F (y) = 1 d n� i=0 q_i @F @x_i

(y). åÓÌÉ

ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ y, ÔÏ, ŒÚÑŒ y = q, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ F (q) = 0, Ô. Å. q ∈ S. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ F (q; q; : : : ; q; y) = pl^{n−1}_q F (y) = pl^{n−2}_q pl_q F (y) ≡ 0, ŒŒÉÄÕ ~F (y^{n−1}; q) ≡ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, q | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ S. □

13.4.5. ðÏÌÑÒÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S^{(r)}_q^{def}= � y ∈P_n | ~F (q^{n−r}; y^r) = 0 � ÉÚ (13-14) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ r-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p. éÎÔÕÉÔÉŒÎÏ, ÐÏÌÑÒÁ S^{(r)}_q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ S ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ĂÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØĄ ÓÔÅÐÅÎÉ r, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ q ÔÕ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÔÏ É S, ÔÕ ÖÅ ĂËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕĄ (Ô. Å. ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÐÏÌÑÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q), ÞÔÏ É S, É Ô. Ä. ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÐÏÌÑÒ ÓÔÅÐÅÎÉ (r − 1). åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ q ∈ S ÏÓÏÂÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ mult_S (q) = m � 2, ÔÏ ŒÓÅ ÐÏÌÑÒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � (m − 1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ (ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ), Á ÐÏÌÑÒÁ m-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ É ÏÓÏÂÁ Œ ÔÏÞËÅ q.

13.4.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_N = P(S^2V^∗) ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_n = P(V ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÇÕÒÕ S ⊂ P_N , ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÕÀ ŒÓÅÍÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÉËÁÍÉ. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÔØ ÎÁ P_n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É ÚÁÄÁŒÁÔØ ËŒÁÄÒÉËÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ A ÒÁÚÍÅÒÁ (n + 1) × (n + 1), ÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{ij} Ó i � j ÓÏÓÔÁŒÑÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P_N , Œ ËÏÔÏÒÙÈ S ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ det A = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S ⊂ P_N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÉ (n + 1). ðÏÓËÏÌØËÕ @ @a_{ij} det A = (−1)^{i+j} A_{ij}

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ n×n-ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÓÔÏÑÝÉÊ ŒÎÅ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ⊂ P_n Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ËÏÇÄÁ rk A = n, Ô. Å. ËÏÇÄÁ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ q = Sing Q.

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ det A·E = A·A^∨ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ det A = 0 ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A^∨ ÌÅÖÁÔ Œ ÑÄÒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A. åÓÌÉ rk A = n, ÔÏ dim ker A = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, rk A^∨ = 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A^∨ ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ q^t · q, ÇÄÅ q = (q_0; q_1; : : : ; q_n), ÐÒÉÞčÍ ËÏÇÄÁ A^∨ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÑÄÒÏÍ, ŒÅËÔÏÒ q ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ker A.

éÔÁË, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_QS ⊂ P_N Œ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ Q Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_n, ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ B ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ 0 = � b_{ij} ·

@ det A @a_{ij} = � b_{ij} a^∨_{ij} = � b_{ij} q_iq_j ;

4Ô. Å. ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ q ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÀÔÓÑ S ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÎÁ S ÉÚ q

Ô. Å. ÉÚ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ q = Sing Q ËŒÁÄÒÉËÉ Q.

13.4.7. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ Supp(f) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ S^nV^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V^∗ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f ∈ S^nW É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ pl(f) ∈ Sym^nV^∗. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ n^∘ 12.7.1 Supp(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒčÒÔËÉ^5 S^{n−1}V ⊗S^nV^∗ � V^∗ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ f ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ (n − 1)-ËÒÁÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ

@^{m1}_1 @^{m2}_2 · · · @^{md}_d f(x) ; (13-15)

ÇÄÅ @_i =^@_{@xi} , d� ˚=1 m_˚ = n − 1 , d = dim V , n = deg f .

13.5. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ ~^mV Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÆÏÒÍÕÌÏÊ

@_v !^{def}= deg(f) · pl_v! :

éÚ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ @_v = � v_i @_{xi} ÄÌÑ v = � v_ie_i, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ (ÉÚ-ÚÁ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ) ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ: @_u@_v = −@_v@_u, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, @^2_v ≡ 0 ∀v.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ: @_v (f ∧ g) = @_v (f) ∧ g + (−1)^{deg f} f ∧ @_v (g).

13.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ Supp(!) ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ ~^nV^∗, Ô. Å. ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ! ∈ ~^nW , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒčÒÔËÉ ~^{n−1}V ⊗ S^nV^∗ � V^∗ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ^6

@_J ! = @_{j1} @_{j2} : : : @_{jn−1} ! ;

ÇÄÅ J = (j_1; j_2; : : : ; j_{n−1}) ⊂ {1; 2; : : : ; d} ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ (n − 1) ÉÎÄÅËÓÏŒ, Á @_j = @_{xj} . åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ! Œ ÓÕÍÍÕ ÍÏÎÏÍÏŒ ! = � ff_I · x_I , ÔÏ ŒËÌÁÄ Œ @_J ! ÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÙ Ó I ⊃ J. ðÏÜÔÏÍÕ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ,

@_J ! = � i∉J

(−1)^{p(i;J)} ff_{J⊔i} e_i (13-16)

ÇÄÅ p(i; J) ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ i Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ {j_1; j_2; : : : ; j_{n−1}; i}.

5ÉÚ-ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÁ pl(f) ÓŒčÒÔËÉ ÉÚ n^∘ 12.7.1 ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ J 6ÉÚ-ÚÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÁ pl(f) ÓŒčÒÔËÉ ÉÚ n^∘ 12.7.1 ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ J ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÚÎÁËÏÍ