§12. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

12.1. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1; V_2; : : : ; V_n É W ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d_1; d_2; : : : ; d_n É m ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W (12-1)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓŒÏÅÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ: ’( : : : ; ˘v^′ + ¯v^{′′} ; : : : ) = ˘ ’( : : : ; v^′ ; : : : ) + ¯ ’( : : : ; v^{′′} ; : : : ) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (12-1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m · ∏ d_˚ .

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ ËÁÖÄÏÍ V_i ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ e^{(i)}_1 ; e^{(i)}_2 ; : : : ; e^{(i)}_{di} , Á ÔÁËÖÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_m Œ W , ÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ŒÓÅÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ: ’ ( e^{(1)}_{ff1} ; e^{(2)}_{ff2} ; : : : ; e^{(n)}_{ffn} ) = ∑ ˚ a^{(ff1 ;ff2;:::;ffn)}

˚ · e^˚ ∈ W ;

Ô. Å. ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ m · ∏ d_˚ ÞÉÓÅÌ a^{(ff1;ff2;:::;ffn)}

˚ ∈ k, É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ

v_i =^{di} ∑ ff_i=1

x^{(i)}_{ffi} e^{(i)}_{ffi} Œ ŒÅËÔÏÒ ’(v_1; v_2; : : : ; v_n) =^m ∑ ˚=1 e_˚ · ∑ ff_1;ff_2;:::;ff_n

a^{(ff1;ff2;:::;ffn)}

˚ · x^{(1)}_{ff1} · x^{(2)}_{ff2} · · · · · x^{(n)}_{ffn} . þÉÓÌÁ

a^{(ff1;ff2;:::;ffn)}

˚ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÆÏÒÍÁÔÁ^1 d_1 × d_2 × · · · × d_n × m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁÂÏÒÁ (v_1; v_2; : : : ; v_n) ∈ V_1 × V_2 × · · · × V_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÇÄÁ ’(v_1; v_2; : : : ; v_n) ≠ 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’.

12.2. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. âÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ U^F� W Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^ø� U ; (12-2)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(U; W ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U^F� W Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W . ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ (12-2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^F� W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = F ∘ø, Ô. Å. ÐÁÒÁ ÓÐÌÏÛÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ U

V_1 × V_2 × · · · × V_n^ø �

W

F

� ’ �

ŒÓÅÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÕÎËÔÉÒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

1ÏÂÙÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÄÁÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V � W , ÉÍÅÀÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ 2-ÍÅÒÎÙÊ ÆÏÒÍÁÔ d × m

76 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

12.2.1. ìåííá. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{ø1}� U_1 É V_1 × V_2 × · · · × V_n^{ø2}� U_2

ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ U_1^´� U_2 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ø_2 = ´ø_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ É U_1, É U_2 ÏÂÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U_1^{F21}� U_2 É U_2^{F12}� U_1, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÁÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

U_1 ======================

Id_{U1}

U_1

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{ø1} �

�^{ø1}

U_2

F_{12} �

======================

Id_{U2}

�_{ø2} U_2

F_{21}

� ø_2 �

U_1 U_2

U_2 �^{ø2}

...................

F_{21} �

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{ø1} �ø2 �

�_{ø1}

U_1 �...................

F_{12}

U_1

Id_{U1}

�_{ø1}

�...................

F_{12}

U_2

Id_{U2}

...................

F_{21} � ø_2 �

ïÂÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F_{21}F_{12} = Id_{U2} , F_{12}F_{21} = Id_{U1} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø_1 = ’∘ø_1, ø_2 = ∘ø_2 ÓÁÍÉÈ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏŒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ Ó ’ = Id_{U1} , = Id_{U2} . □

12.2.2. ìåííá. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e^{(i)}_1 ; e^{(i)}_2 ; : : : ; e^{(i)}_{di} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_i. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ∏ d_i, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ e^{(1)}_{ff1} ⊗ e^{(2)}_{ff2} ⊗ : : : ⊗ e^{(n)}_{ffn} ; 1 � ff_i � d_i (12-3)

ôÏÇÄÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × V_2 × · · · × V_n^ø� V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÎÁÂÏÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ( e^{(1)}_{ff1} ; e^{(2)}_{ff2} ; : : : ; e^{(n)}_{ffn} ) ∈ V_1 ×V_2 × · · · ×V_n Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (12-3), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ V_1 ×V_2 × · · · ×V_n^’� W É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n^F� W ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ’ = F ∘ø ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F ( e^{(1)}_{ff1} ⊗ e^{(2)}_{ff2} ⊗ : : : ⊗ e^{(n)}_{ffn} ) = ’(e^{(1)}_{ff1} ; e^{(2)}_{ff2} ; : : : ; e^{(n)}_{ffn} ) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. □ œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_˚ , Á ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × V_2 × · · · × V_n^ø � V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ. úÎÁÞÅÎÉÅ ø(v_1; v_2; : : : ; v_n) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË v_1⊗v_2⊗ · · · ⊗v_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ n^∘ 12.2.2, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n, ÏÄÎÁËÏ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÎÕÔÒÉ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n ÎÅËÏÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ^2.

12.3. œÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ. îÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÚÁÄÁčÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ

P_{m1} × · · · × P_{mn} = P(V_1) × · · · × P(V_n)^{⊂ s}� P(V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n) = P_N

(ÇÄÅ m_i = dim V_i −1 , N = ∏ (m_i +1)−1) , ËÏÔÏÒÏÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ( ∑ m_i)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ É ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÅ ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ ÉÚ n^∘ 2.4.7. ïÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ n ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m_1; m_2; : : : ; m_n.

2ÜÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ

12.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ŒÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ P_{m1} × P_{m2}^⊂ � P_{m1 +m2 +m1 m2} , ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË x = (x_0 : x_1 : : : : : x_{m1} ) ∈ P_{m1} , y = (y_0 : y_1 : : : : : y_{m2} ) ∈ P_{m2} Œ ÔÏÞËÕ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (1 + m_1)(1 + m_2) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ x_j y_i. éÈ ÕÄÏÂÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ

(a_{ij} ) = (x_j y_i) = y^t · x :

îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ P(V^∗) × P(W ) Œ P(Hom(V; W )) É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÕ (¸; w) ∈ V^∗ × W Œ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ⊗ w : v → ¸(v) · w ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ (Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË Œ n^∘ 2.4.7).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^∗ × W � Hom(V; W ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (¸; w) Œ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ v −→ ¸(v) · w, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÎÄÕÃÉ- ÒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V^∗ ⊗ W ≃ Hom(V; W ).

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÕÐÒ. 2.7, ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v → ¸(v) w. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ V É W ÂÁÚÉÓÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P(Hom(V; W )), ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁÂÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ det ( a_{ij} a_{ik} a_{‘j} a_{‘k} ) = a_{ij} a_{‘k} − a_{ik} a_{‘j} = 0

ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈ ŒÓÅ 2 × 2 - ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ (a_{¯˚} ).

12.4. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓÁÍÏÇÏ Ó ÓÏÂÏÊ V^{⊗n def}= V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . œÓÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂSSÅÄÉÎÑÀÔÓÑ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ (ÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ) ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ

T^•V^{def}= ⊕_{n⩾0} V^{⊗n}

(ÇÄÅ ÐÒÉ n = 0 ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ V^{⊗ 0 def}= k ) , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ e_1; e_2; : : : ; e_d, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÂÁ- ÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . âÁÚÉÓÏÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ^3 e_{i1} ⊗ e_{i2} ⊗ · · · ⊗ e_{im} , ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÉ ÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÏË ⊗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ^4 ( V^{⊗n1} ⊗ V^{⊗n2} ) ⊗ V^{⊗n3} ≃ V^{⊗n1} ⊗ ( V^{⊗n2} ⊗ V^{⊗n3} ) ≃ V^{⊗(n1 +n2+n3)} :

æÏÒÍÁÌØÎÏ, T^•V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÌÀÂÏÇÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^f� A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ T^•V^ff� A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ff|_V = f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.5. óÌÅÄÕÑ n^∘ 12.2.1 ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ T^•V (ŒÍÅÓÔÅ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ V ⊂ T^•V ) ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÐÒÉÞčÍ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ V ⊂ T^•V ).

12.5. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗n} É (V^∗)^{⊗n} ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. óÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ v = v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n ∈ V^{⊗n} É ¸ = ¸_1 ⊗ ¸_2 ⊗ · · · ⊗ ¸_n ∈ V^{∗⊗n} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ⟨ v ;¸

⟩_{def} = n∏ i=1 ¸_i(v_i) (12-4)

3ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÎÄÅËÓÏŒ (i1; i2; : : : ; im) 4ËÏÔÏÒÙÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ T^•V

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒÅÒÔËÏÊ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ

e_1; e_2; : : : ; e_n ⊂ V ; ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ⊂ V^∗ : ¸_i(e_j ) = ffi_{ij}

ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒÅÒÔËÉ ÂÁÚÉÓÙ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ

e_{i1} ⊗ e_{i2} ⊗ · · · ⊗ e_{ir} É ¸_{j1} ⊗ ¸_{j2} ⊗ · · · ⊗ ¸_{js} :

éÔÁË, (V^{⊗n})^∗ ≃ (V^∗)^{⊗n}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ V^{⊗n} ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (V^{⊗n})^∗ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ

V × V × · · · × V n � k :

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (V^∗)^{⊗n} Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁ V , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ

¸ = ¸_1 ⊗ ¸_2 ⊗ · · · ⊗ ¸_n ∈ V^{∗⊗n}

ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (v_1; v_2; : : : ; v_n) −→^n ∏ i=1 ¸_i(v_i).

12.6. þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓŒÅÒÔËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏ- ÎÏÔÏÎÎÙÈ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

{1; 2; : : : ; p} �^{I ⊃} {1; 2; : : : ; m}^{⊂ J}� {1; 2; : : : ; q}

É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ i_˚ É j_˚ ŒÍÅÓÔÏ I(˚) É J(˚). ïÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÔØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ) ÎÁÂÏÒÙ ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) , J = (j_1; j_2; : : : ; j_m) , ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q c^I_J�

V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p−m ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q−m ¸_1 ⊗ ¸_2 ⊗ · · · ⊗ ¸_p ⊗ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_q −→ m∏ ˚=1 ¸_{i˚} (v_{j˚} ) · ( ⊗_{i∉I} ¸_i) ⊗ ( ⊗_{j∉J} v_j)

(12-5)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓŒÅÒÔËÏÊ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ I É J.

12.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓŒÅÒÔËÁ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ’(v_1; v_2; : : : ; v_n) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÔÅÎÚÏÒ ÉÚ V^{∗⊗n} É ÓŒÅÒÎÕÔØ ÅÇÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ v ∈ V . òÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÅÖÉÔ Œ V^{∗⊗(n−1)} É, ÂÕÄÕÞÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ËÁË ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ (n − 1) ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ v É ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ i_v’ ÉÌÉ v⌞’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ i_v’(w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}) = ’(v;w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}), Ô. Å. ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÎÁ v ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÆÉËÓÁÃÉÑ v Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÏÒÍÙ ’.

12.7. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÁ. åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÐÁÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; W ⊂ V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ T^•V , ÔÏ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (U ∩ W )^{⊗n} = U^{⊗n} ∩ W^{⊗n} Œ V^{⊗n} ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ V^{⊗n} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Supp(t) ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ t ∈ W^{⊗n} (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÓÅÞØ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ). üÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÔÅÎÚÏÒÁ t. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÎÏ ÁËËÕÍÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ ĂÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅĄ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ É ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ĂÓÏËÒÁÔÉÔØĄ ÎÉËÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ Œ Supp(t) ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓŒÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ J = (j_1; j_2; : : : ; j_{n−1}) : {1; 2; : : : ; (n − 1)}^⊂ � {1; 2; : : : ; n} ÓŒčÒÔ- ËÕ V^{∗⊗(n−1) cJt} � V , ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 � ˚ � (n − 1) ÓÐÁÒÉŒÁÅÔ ˚-Ê ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ’ = ¸_1 ⊗ ¸_2 ⊗ · · · ⊗ ¸_{n−1} Ó j_˚ -Í ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ t

c^J_t (’) = c^{(1; 2; ::: ; (n−1))}

(j_1;j_2;:::;j_{n−1}) (’ ⊗ t) : (12-6)

12.7.1. ôåïòåíá. Supp(t) ⊂ V ÐÏÒÏÖÄčÎ ÏÂÒÁÚÁÍÉ c^J_t ( V^{∗⊗(n−1)} ) ⊂ V ŒÓÅÈ^5 ÓŒčÒÔÏË (12-6).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Supp(t) = W . ñÓÎÏ, ÞÔÏ t ∈ W^{⊗n} ⇒ im ( c^J_t ) ⊂ W ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓŒčÒÔËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ W ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ¸ ∈ V^∗, ËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ im ( c^J_t ) . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ÐÕÓÔØ ¸ ∈ V^∗ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ W , ÎÏ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ c^J_t ( V^{∗⊗(n−1)} ) . œÙÂÅÒÅÍ Œ V^∗ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_d, ÞÔÏÂÙ ¸_1 = ¸, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_k ÎÁ W ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÂÁÚÉÓ Œ W^∗ . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w_1; w_2; : : : ; w_k ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_k ÂÁÚÉÓ Œ W . úÁÎÕÌÅÎÉÅ ÓŒčÒÔËÉ ⟨ ¸_1 ; c^J_t ( ¸_{i1} ⊗ ¸_{i2} ⊗ · · · ⊗ ¸_{in−1} ) ⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ J É ¸_{i1}; ¸_{i2}; : : : ; ¸_{in−1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ t Ó ÌÀÂÙÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W^{∗⊗n}, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ¸_1, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 12.5 ÔÁËÁÑ ÓŒčÒÔËÁ ÒÁŒÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÍÏÎÏÍÅ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ t ÐÏ w_{i1} ⊗ w_{i2} ⊗ · · · ⊗ w_{in} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ t ÎÅÔ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ w_1, Ô. Å. Supp(t) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ W . □

12.8. õÓÌÏŒÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × V × · · · × V n ’� U (12-7)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÏÎÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÉÚ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. âÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F −→ F ∘’ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U^F� W Ó ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (12-7), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(U; W ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V^n � W . (ëÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (12-7) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ { ÏÂÒÁÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S^nV É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ, Á ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ | ÞÅÒÅÚ ~^nV É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^nV É ~^nV (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÇÏ Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ S^0V = ~^0V^{def}= k, ÔÏ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍÁÈ S^•V = ⊕_{n⩾0} S^nV É ~^•V = ⊕_{n⩾0} ~^nV ÍÏÖÎÏ

ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ^6 k-ÁÌÇÅÂÒ. ôÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ

~^nV � V_1 × V_2 × · · · × V_n � S^nV v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_n ↢ (v_1; v_2; : : : ; v_n) ↣ v_1 · v_2 · · · · · v_n

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

12.8.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ S^•V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ T^•V ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ vw = wv. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I_{sym} ⊂ T^•V ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÉÄÁ

( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) − ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) ;

5Ô. Å. ÂÅÒÕÝÉÈÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ J 6ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ S^nV × S^mV � S^{m+n}V ; ~^nV × ~^mV � ~^{m+n}V

80 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÇÄÅ ÏÂÁ ÞÌÅÎÁ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ v É w. éÎÁÞÅ I_{sym} ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÄŒÕÓÔÏ- ÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ T^•V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ v ⊗ w − w ⊗ v ∈ V ⊗ V . æÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ S^•V^{def}= T^•V=I_{sym} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÎÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ^7. ðÏÓËÏÌØËÕ I_{sym} = ⊕_{n⩾0} (I_{sym} ∩ V^{⊗n}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ:

S^•V = ⨁ n⩾0 S^nV ; ÇÄÅ S^nV^{def}= V^{⊗n}=(I_{sym} ∩ V^{⊗n}) ;

É ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_d ⊂ V , ÔÏ ŒÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ S^•V ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[e_1; e_2; : : : ; e_d] ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^nV ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.8. îÁÊÄÉÔÅ dim S^nV .

12.8.2. ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ I_{sym}:

V × V × · · · × V n ø � V^{⊗n ß}� S^n(V ) (12-8)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V × · · · × V^’� W ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ’ = F ∘ø, ÇÄÅ V^{⊗n F}� W ÌÉÎÅÊÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ F ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ß ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F ( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) = F ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ ÞÔÏ ’( : : : ; v; w; : : : ) = ’( : : : ; w; v; : : : ). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ S^•V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V , Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V^f� A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ S^•V^ff� A ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ ff|_V = f. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ S^•V (ŒÍÅÓÔÅ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ V ⊂ S^•V ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ (ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ V ⊂ S^•V ).

12.8.3. œÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ~^•V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ T^•V ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ v^2 = 0, Ô. Å. ÐÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I_{skew} ⊂ T^•V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ v ⊗ v ∈ V ⊗ V :

~^•V^{def}= T^•V=I_{skew} :

ëÁË É Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÄÅÁÌ I_{skew} = ⊕_{n⩾0} (I_{skew} ∩ V^{⊗n}) ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ^8, É ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ

~^•V ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V^{⊗n}=(I_{skew} ∩ V^{⊗n}) ≃ ~^nV .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I_{skew} ∩ V^{⊗2} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ v ⊗ w − w ⊗ v (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ v; w ∈ V ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ I_{skew}

V × V × · · · × V n ...........^ø � V^{⊗n ß}� ~^n(V ) (12-9)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ~^•V ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (12-9) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ (Á ÔÁËÖÅ ËÏÓÙÍ ÉÌÉ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒÙÍ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ v_1 ∧v_2 ∧ · · · ∧v_n. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 12.10 ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ

7ËÏÔÏÒÕÀ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÐÕÓËÁÔØ 8` I_{skew} ∩ V^{⊗n} ´ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ŒÉÄÁ (· · · ⊗ v ⊗ v ⊗ · · · )

ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.12. äÌÑ ÌÀÂÙÈ U; W ⊂ V ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ S^nU ∩ S^nW = S^n(U ∩ W ) Œ S^nV É ~^nU ∩ ~^nW = ~^n(U ∩ W ) Œ ~^nV .

ëÁË É Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÆÉËÓÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_d ⊂ V ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i

~^•V^∼� k ⟨e_1; e_2; : : : ; e_d⟩ ;

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, ËÏÇÄÁ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ. ðÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ e_i ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ e_i ∧ e_j = −e_j ∧ e_i, É ŒÓÑËÉÊ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} Ó 1 � i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_n � d.

12.8.4. ìåííá. íÏÎÏÍÙ e_I^{def}= e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} , ÇÄÅ I = (i_1; i_2; : : : ; i_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ {1; 2; : : : ; d}, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^nV ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ~^nV = 0 ÄÌÑ n ¿ dim V , dim ~^nV =

(_d n ) , É dim k ⟨e_1; e_2; : : : ; e_d⟩ = 2^d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

(_d n ) -ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ¸_I , ÇÄÅ I = (i_1; i_2; : : : ; i_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ {1; 2; : : : ; d}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × V × · · · × V n ff� U : (e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn} ) −→ sgn(œ) · ¸_I ;

ÇÄÅ I = (j_{œ(1)}; j_{œ(2)}; : : : ; j_{œ(n)}) ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ (j_1; j_2; : : : ; j_n). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V × V × · · · × V n ’� W

ÐÒÁŒÉÌÏ F (ff(e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn} ))^{def}= ’(e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn} ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^F� W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = F ∘ff. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ U É ~^nV , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ¸_I Œ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} = e_I . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.13. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ f(e)∧g(e) = (−1)^{deg(f )·deg(g)} g(e)∧f(e) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ f(e); g(e) ∈ k ⟨e_1; e_2; : : : ; e_d⟩ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏŒ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÌÅÖÁÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ^9 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.14. ïÐÉÛÉÔÅ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ k ⟨e_1; e_2; : : : ; e_d⟩, Ô. Å. ŒÓÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ËÏÍÍÕÔÉ- ÒÕÀÝÉÅ Ó Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

9ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÏÍ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ) ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ