§10. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ É ÓÐÉÎÏÒÙ Œ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÉÉ.

10.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mat_2(C). îÁ 4-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W = Mat_2(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÕÀ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ȷ = ( ȷ_{11} ȷ_{12} ȷ_{21} ȷ_{22} ) −→ ȷ^{× def}= ȷ^{∨t} = ( ȷ_{22} −ȷ_{12} −ȷ_{21} ȷ_{11} ) (10-1)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ, Ô. Å. (ȷı)^× = ı^×ȷ^×. ðÏÓËÏÌØËÕ ȷ · ȷ^× = det(ȷ) · E ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

~det(ȷ; ı)^{def}= 1 2 tr (ȷ ı^×) (10-2)

ÚÁÄÁčÔ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(ȷ) ÎÁ W .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (10-2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ Åč ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ W ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ȷ = ( ȷ_{11} ȷ_{12} ȷ_{21} ȷ_{22} ) −→ ȷ^{∗ def}= ȷ^t = ( ȷ_{11} ȷ_{21} ȷ_{12} ȷ_{22} ) ; (10-3)

ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ (Ô. Å. (ȷı)^∗ = ı^∗ȷ^∗ ), É ÆÏÒÍÕÌÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (10-2), ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(ȷ; ı)^{def}= 1 2 tr (ȷ ı^∗) : (10-4)

áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÕÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÄÕ- ÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ||ȷ||^{2 def}= (ȷ; ȷ) = 1 2 ∑ |ȷ_{ij} |^2 ;

É ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ (10-4) (ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÁ Åč ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ).

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ȷ ↔ ȷ^∗ É ȷ ↔ ȷ^× ÑŒÌÑÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ W É ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ȷ = ( ȷ_{11} ȷ_{12} ȷ_{21} ȷ_{22} ) −→ ȷ^{œ def}= ȷ^∨ = ( ȷ_{22} −ȷ_{21} −ȷ_{12} ȷ_{11} ) : (10-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (ȷı)^œ = ȷ^œ ı^œ É (ȷ; ı) = ~det(ȷ; ı^œ ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÏ ÔÒÅÔØÅÊ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ ȷ ↔ ȷ^œ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ W . ðÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = Re_œ(W ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ x = ( x_1 + i x_2 x_2 + i x_3 −x_2 + i x_3 x_1 − i x_2 ) Ó x_˚ ∈ R ;

É ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ (10-2), (10-4) ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (x; x) = ∑ x^2_˚ , ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÍÁÔÒÉÃÙ e = ( 1 0 0 1 ) ; i = ( i 0 0 −i ) ; j = ( 0 1 −1 0 ) ; k = ( 0 i i 0 ) : (10-6) éÔÁË, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ 4-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÀ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ≃ R^4, Á ÆÏÒÍÙ ~det É (∗; ∗) ÓÕÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó V ÎÁ W .

10.2. ôÅÌÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H. ðÏÓËÏÌØËÕ œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏ- ÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ Mat_2(C) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ. üÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H. œÅËÔÏÒ e ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ 1, Á Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ŒÏŒÓÅ. ôÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (10-6) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

i^2 = j^2 = k^2 = −1 ;

ij = −ji = k ; jk = −kj = i ; ki = −ik = j :

(10-7)

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x_0 + x_1i + x_2j + x_3k) · (y_0 + y_1i + y_2j + y_3k) = (y_0x_0 − y_1x_1 − y_2x_2 − y_3x_3) + (y_0x_1 + y_1x_0 + y_2x_3 − y_3x_2) i + (y_0x_2 + y_2x_0 + y_3x_1 − y_1x_3) j + (y_0x_3 + y_3x_0 + y_1x_2 − y_2x_1) k

(10-8)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7) É (10-8) ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {1; i; j; k} ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ R. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, 1-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R · e ⊂ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, Á 3-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

I = {x · i + y · j + z · k | x; y; z ∈ R}

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉÃ, I ⊂ Mat_2(C) ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØ, Á R · e ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ I É e ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ H ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ȷ ↔ ȷ^∗ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ e É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÜÔÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÅÍ. ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ: (pq)^∗ = q^∗p^∗.

ôÁË ËÁË ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ȷ = x_0 + x_1i + x_2j + x_3k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

||ȷ||^2 = ∑ x^2_˚ = (ȷ; ȷ) = det(ȷ) ;

ÉÚ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

||ȷı|| = ||ȷ|| · ||ı|| ∀ ȷ; ı ∈ H :

íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ÌÅÇËÏ ÕÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ É ÂÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. éÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-8) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÁË (p; q) = Re (p · q^∗) = Re (p^∗ · q) : (10-9)

ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ q ∈ H ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ q · q^∗ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ, ÏÎ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÅÎ: q · q^∗ = Re (q · q^∗). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÂÅÒÑ Œ (10-9) p = q, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

||q||^2 = ∑ x^2_˚ = q · q^∗ ; (10-10)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ||pq||^2 = pq(pq)^∗ = pqq^∗p^∗ = p||q||^2p^∗ = ||p||^2||q||^2 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ^1

(x^2_0 + x^2_1 + x^2 + x^2_3) · (y^2_0 + y^2_1 + y^2 + y^2_3 ) = (x_0y_0 − x_1y_1 − x_2y_2 − x_3y_3)^2 + (x_0y_1 + x_1y_0 + x_2y_3 − x_3y_2)^2 + (x_0y_2 + x_2y_0 + x_3y_1 − x_1y_3)^2 + (x_0y_3 + x_3y_0 + x_1y_2 − x_2y_1)^2

(10-11)

äÒÕÇÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10-10) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ Œ H ÄÅÌÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÇÏ q ∈ H ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ q^{−1} = q^∗=||q||^2 ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÂÒÁÔÅÎ Ë q, Ô. Å. q · q^{−1} = q^{−1} · q = 1 . áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ^2. éÔÁË, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÅÌÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Z(H)^{def}= {ı ∈ H | qı = ıq ∀ q ∈ H } ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

éÚ (10-9) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ p É q ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎ pq^∗ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍ, Ô. Å. ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ: pq^∗ = −qp^∗. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ Ë ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍ p^∗ = −p É q^∗ = −q ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÐÒÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

10.2.1. ìåííá. þÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ p, q ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÒÉÞčÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ pq = −qp ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ËÁË Ë p, ÔÁË É Ë q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ r = pq = −qp ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ r^∗ = (pq)^∗ = q^∗p^∗ = qp = −r, Á ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ p É q | ÉÚ rp = pqp = −p^2q = −rp É rq = pq^2 = −qpq = −qr. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10-7) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÒÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ (i; j; k) ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (10-6).

10.3. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S^3 = SU_2 � SO_3(R). ôÒčÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ȷ^× = ȷ^{−1} É ÕÓÌÏŒÉÅ œ-ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ȷ^× = ȷ^∗ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÓÌÏŒÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ȷ^{−1} = ȷ^∗ :

S^3 = {q ∈ H | q · q^∗ = 1} = {ȷ ∈ Mat_2(C) | det ȷ = 1 & ȷ^{−1} = ȷ^∗} = SU_2 :

üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

S^3 ∋ −→ F : H^{q→q∗} � H : (10-12)

(ÐÏÓËÏÌØËÕ ^∗ = ^{−1} ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ É ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F_’ = F_’∘F É ÞÔÏ ∀ ∈ S^3 ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÅÌÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ F(pq) = F (p)F (q).

ðÏÓËÏÌØËÕ det(q^{−1}) = det q, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H, Á ÔÁË ËÁË ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ e, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ I = e^⊥ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ 3-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ I ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÎÏ ÐÏ ÓÆÅÒÅ S^3 Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ F_e. éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

S^3 = SU_2^{→F|I} � SO_{det}(I) ≃ SO_3(R) (10-13)

1ÏÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒčÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔ Åč Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

2ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÑ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÔÅÌÁ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F() = , ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ≠ e ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ = R · e ⊕ R · ;

Á ÚÎÁÞÉÔ, F|_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ ‘ = ˝ ∩ I. æÉËÓÉÒÕÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ n Ó ||n|| = 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ˝ = ˝_n Ó ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

C ∋ (x + iy) ←→ (xe + yn) ∈ ˝_n : (10-14)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ∈ C ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ F |_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÎÁ ÕÇÏÌ 2 Arg (), ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÄÏÌØ ÏÒÔÁ n ∈ ‘.

éÚ ÕÐÒ. 10.10 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (10-13) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ Ó ÑÄÒÏÍ Z=2Z = {±1}. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÚÑÔÉÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (10-13) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑĄ ÉÚ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.11∗. åÓÌÉ ŒÙ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÏÓÎÏŒÁÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^3 ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ, Ô. Å. ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁ ß_1(S^3) = 1. þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÕŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ß_1(SO_3) = ß_1(RP_3) = Z=2Z. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (10-13) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

10.4. üÒÍÉÔÏŒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ n ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ

I^′_n : H^{ȷ→nȷ} � H

I^{′′}_n : H^{ȷ→ȷn} � H

(10-15)

ÚÁÄÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ 4-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ n^2 = −n^∗n = −(n^∗=||n||) · n = −n^{−1} · n = −1 (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ n Ó n^2 = −1 ÉÍÅÅÔ ||n|| = 1 É n^{−1} = −n, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ (10-10) n^∗ = −n, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉ- ÞÅÓËÉ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍ). ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ q ∈ H ||nq|| = ||qn|| = ||q||, ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (10-15) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ H ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ H ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S^2 ⊂ I ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÏÒÍÙ 1.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ (10-15) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˝_n = R · e ⊕ R · n , ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÌÅÍ C ËÁË Œ (10-14) :

C ∋ (x + iy) ←→ (xe + yn) ∈ ˝_n :

ïÒÔÏÇÏÎÁÌ ˝^⊥_n ÔÏÖÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÅÂÑ ÏÂÏÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ I^′_n, I^{′′}_n, ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ ˝^⊥_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÅÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ m ∈ ˝^⊥_n , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ

H = C ⊕ C · m = C ⊕ m · C ; (10-16)

ÞÔÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÅŒÏÍÕ É ÐÒÁŒÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ĂÍÎÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙĄ n ∈ C ÎÁ ÏÒÔ m. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ n^∘ 10.2.1 I^′_n(m) = nm = −mn = −I^{′′}_n(m) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ I^′_n É I^{′′}_n Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R · n ⊕ R · m ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÄÎÁ ÄÒÕÇÏÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, I^′_n ≠ I^{′′}_n), Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (10-14) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó m ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

z · m = m · z ∀ z ∈C : (10-17)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (10-16) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ C = R ⊕ iR ÐÏ- ÌÑ C Œ ŒÉÄÅ ĂÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÄŒÏÅÎÎÏÇÏĄ ÐÏÌÑ R Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ H ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ŒÉÄÁ z + wm, Œ ËÏÔÏÒÙÈ z; w ∈ C, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ m ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (10-17) É m^2 = −1, Á ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (z_1 + w_1m)(z_2 + w_2m) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞčÔÏÍ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

éÚ ÌÅÍÍÙ n^∘ 10.2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝_n ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ I^′_m, I^{′′}_m Ó m ≠ ±n, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ −n ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝_n = −˝_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (10-15) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

10.5. óÐÉÎÏÒÙ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 9.3.1, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ~det ÎÁ H_C = Mat_2(C), Ô. Å. ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ^3:

Q = {ȷ ∈ P(Mat_2(C)) | det(ȷ) = 0} ≃ P^−_1 × P^+_1 : (10-18)

îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ (10-18) ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ^4

P^−_1 = P(U^∗) ; P^+_1 = P(U) ; ÇÄÅ U ≃ C^2 ; (10-19)

É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ (10-18) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏŒÅËÔÏÒÕ ¸ = (ı_0; ı_1) ∈ U^∗ É ŒÅËÔÏÒÕ v = (z_0; z_1)^t ∈ U ÍÁÔÒÉÃÕ

u · ¸ = ( z_0 z_1 ) · (ı_0; ı_1) = ( z_0ı_0 z_0ı_1 z_1ı_0 z_1ı_1 )

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ v ⊗ ¸ : u −→ ¸(u) · v ∈ U ÒÁÎÇÁ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÓÐÉÎÏÒÏŒ^5 (ÉÌÉ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ).

îÁ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mat_2(C) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË End_C(U), Á ÏÂÓÕ- ÖÄÁŒÛÉÅÓÑ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 10.1 ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÎÁ U ÄŒÕÈ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ h(∗; ∗) É C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ĂÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊĄ ÐÌÏÝÁÄÉ^6 ffi(∗; ∗), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ŒÓÅÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. üÔÏ ÄÁčÔ ÄŒÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ U^∼� U^∗, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

u −→ ^ffi(u) = ffi(∗; u) ; u −→ ^h(u) = h(∗; u) (10-20)

(ÐÅÒŒÁÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁ, Á ŒÔÏÒÁÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ), É ÄŒÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ End_C(U), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ:

F ←→ F^× = ^ffi^{−1}F^t^ffi É F ←→ F^∗ = ^h^{−1}F^t^h :

ffi(F u; v) = ffi(u; F^×v) ; (F u; v) = (u; F^∗v) ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ U^∗ �^{F t} U^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë U^F� U Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^t¸(u) = ¸(F u) ∀ ¸ ∈U^∗ ∀ u∈U .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.13. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ^7 ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (10-1), (10-3), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ^ffi ( z_0 z_1 ) = (z_1; −z_0) ; ^h ( z_0 z_1 ) = (z_0; z_1) :

3ÓÒ. Ó n^∘ 2.4.7, ÇÄÅ ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ U− = U+ = U 4ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ P1 ≃ S^2, ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÄŒÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ (10-15), ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÌÉÓØ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S^2 ⊂ I

5ÆÉÚÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ P^+_1 = P(U) ĂÓÐÉÎÏÒÁÍÉĄ, Á ÔÏÞËÉ ÎÁ P^−_1 = P(U^∗) ĂÓÐÉÎÏÒÁÍÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÏÊ ËÉÒÁÌØÎÏÓÔÉĄ; ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÑ ÜÔÉÈ ÎÁÚŒÁÎÉÊ ÏÔÞÁÓÔÉ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ Œ §§ 9, 11 ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÎÉÇÉ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎ, à. é. íÁÎÉÎ . ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. (í., ÉÚÄ. íçõ, 1980, ÓÔÒ. 176)

6ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, É ÐÒÉ n = 2 ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÕÍÅÓÔÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÌÏÝÁÄØÀ; ÜÐÉÔÅÔ ĂÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑĄ ÂÙÌ ÚÁÂÒÁÎ Œ ËÁ- ŒÙÞËÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÏÎ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÍÅÓÔÅÎ: ÒÁŒÎÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁÄ C ÎÅ ÚÎÁËÏÍ, Á ĂÆÁÚÏŒÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍĄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ

7Ô. Å. ÔÁËÏÍ, ÇÄÅ ffi(e1; e2) = 1 ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ^h^{−1}^ffi = −^ffi^{−1}^h É ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ U Ó U^{∗∗} ÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÙÅ^8 Ë ^ffi É ^h ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ^ffi^t = −^ffi É ^h^t = ^h.

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ œ ÉÚ (10-5) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ (10-18) Œ ÓÅÂÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ Q ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË^9, Á ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ‘ ∩ œ(‘) ÐÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Q œ-ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ œ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ Q ÐÒÑÍÕÀ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, Ô. Å. ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ P^±_1^{œ±}� P^±_1 ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ P^±_1 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.14. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ œ(F ) = œ^{−1}_+ F œ_+, ÇÄÅ U^{œ+}� U ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

œ_+ = ( ^h^{−1}

)_t

ffi = ^h^{−1}^ffi = −^ffi^{−1}^h = ( ^ffi^{−1}

)_t

^h ;

É ÞÔÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ œ_+ É œ_− = œ^t_+ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

œ_+ ( z_0 z_1 ) = ( z_1 −z_0 ) ; œ_−(w_0; w_1) = (−w_1; w_0) :

óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 2.4.7, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ œ_+-ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÓÐÉÎÏÒÏŒ u; u^′ ∈ P(U) ÐÒÑÍÙÅ P^−_1 × u É P^−_1 × u^′ ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L_u, L^′_u, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ 1, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ u É u^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ:

P^−_1 × u = P (L_u) = {F ∈ End_C(U) | im (F ) = C · u} P^−_1 × u^′ = P ( L^′_u ) = {F ∈ End_C(U) | im (F ) = C · u^′} :

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ End_C(U)^{X→uX} � End_C(U) ÎÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ _u ∈ End_C(U), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ _u(u) = iu, _u(u^′) = −iu^′ , ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_u, L^′_u = œ(L_u) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ +i É −i ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, Ô. Å. ÚÁÄÁčÔ ÎÁ End_C(U) = Mat_2(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐ- ÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ P(L_u) ⊂ Q. íÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ _u Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÌÅÇËÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ. åÓÌÉ u = ( z_0 z_1 ) ; u^′ = œ_+(u) = ( z_1 −z_0 ) ; ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÎÁÛ ÓÐÉÎÏÒ ŒÅËÔÏÒ u ∈ U ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ det ( z_0 z_1 z_1 −z_0 ) = −||u||_h = −1 ; Á ÚÎÁÞÉÔ ; ( z_0 z_1 z_1 −z_0

)_{−1} = ( z_0 z_1 z_1 −z_0 ) ; É ÔÏÇÄÁ

_u = ( z_0 z_1 z_1 −z_0 ) · ( i 0 0 −i ) · ( z_0 z_1 z_1 −z_0

)_{−1} = ( i ( |z_0|^2 − |z_1|^2 ) 2i z_0z_1 2i z_0z_1 i ( |z_1|^2 − |z_0|^2 ) ) (10-21)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÑŒÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÐÉÎÏÒÕ u ∈ P(U) ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ −1, ÌÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ H ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P^−_1 × u ⊂ Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ _u ÚÁÄÁčÔ ÎÁ H ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÕÀ ÐÒÑÍÏÊ ^ffi(u) × P^+_1 ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.

8ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^∗ �^{f t} V^∗ ÍÅÖÄÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ (ÎÁÄ C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÙÊ Ë C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ U^f� V Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ f ∗ ¸(u) = ¸(fu) ∀ ¸ ∈ U^∗ , ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÔÏÖÅ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÅÎ

9ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ det ÎÁ Re œ = H ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ

68 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

10.5.1. ðòåäìïöåîéå. œÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍÉ É ÐÒÁŒÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉ- ÍÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÎÏÒÍÙ 1, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (10-21) ÚÁÄÁčÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ É ÓÐÉÎÏÒÁÍÉ^{10} u ∈ P(U). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.16∗ (ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-21) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÆÁÚÙ ÓÐÉÎÏÒÁ u (Ô. Å. ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ u → #u c |#| = 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (10-21) ÚÁÄÁčÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ:

{u ∈ U ≃ C^2 | ||u||_h = 1} = S^3� S^2 = {n ∈ I ≃ R^3 | ||n||_H = 1} ;

ÓÌÏÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ œÙ ŒÌÁÄÅÅÔÅ ÏÓÎÏŒÁÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ^{11}, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ

S^2 × S^1 � S^2 :

10ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ (10-21) ŒÅËÔÏÒ u ∈ U, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ ÉÚ P(U), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ ||u||_h = 1 Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ U

11ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏÐÆÁ