§8. üÒÍÉÔÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.

8.1. üÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W (ÂÅÚ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ), ÏÓÎÁÝčÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ W × W^{w1;w2→(w1;w2)} � C ; (8-1) ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

(w_1; w_2) = (w_2; w_1) (ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (z w_1; w_2) = z (w_1; w_2) = (w_1; z w_2) (ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ) (w; w) > 0 ∀ w ≠ 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ) ;

(8-2)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ), Á ÓÁÍÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (8-1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ W . éÚ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_i} ⊂ W ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ^1

G^t = G :

ðÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ (e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_m) = (e_1; e_2; : : : ; e_k) · C ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ, ŒŒÉÄÕ ÁÎÔÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (8-1) ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

G^′ = C^t · G · ó :

ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {w_i} ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉ- ÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_i} Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÏÂÏÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÂÙÌÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ∀ k = 1; 2 : : : ; n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_m = u_m= � (u_m; u_m), ÇÄÅ u_m = w_m −^{m−1} � ˚=1 (w_m; e_˚ ) É u_1 = w_1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

det G = det C^t det C = | det C|^2 ∈ R_{¿0}

ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÞÅÒÅÚ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v, w ÄÁčÔ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ŒÅÒÓÉÀ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ

|(v; w)|^2 � (v; v) · (w; w) ;

ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÌÅÞčÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

||w_1|| + ||w_2|| � ||w_1 + w_2|| ; ∀ w_1; w_2 ∈ W

ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ ||w||^{def}= � (w; w) ∈ R_{⩾0}. ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÎÏÒÍÅ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

(w_1 + w_2; w_1 + w_2) = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2 Re (w_1; w_2) (w_1 + iw_2; w_1 + iw_2) = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 − 2i Im (w_1; w_2) ;

1ÔÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

2(w_1; w_2) = ||w_1 + w_2||^2 − ||w_1 + iw_2||^2 : (8-3)

8.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ. ðÅÒŒÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏÊ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 5.6), ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÇÏÌ ^vw ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ’ ∈ [0; ß] ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ cos ’ =

(v; w) ||v|| · ||w|| = � v ||v|| ; w ||w|| � ; (8-4)

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ (ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒ- ÓËÏÇÏ-ûŒÁÒÃÁ) ÎÁ [−1; 1]. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (8-4) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, É ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞÉÓÌÏ ∈ [0;^ß_2 ], ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ cos =

|(v; w)| ||v|| · ||w|| = � � � � � v ||v|| ; w ||w|| � � � ; (8-5)

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ [0; 1] Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ-ûŒÁÒÃÁ. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÍÉÒÅ ŒÅËÔÏÒÙ v=||v|| É w=||w|| ÆÉËÓÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÙÂÏÒÏŒ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ R·v É R·w É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-5) ÄÁŒÁÌÁ ÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÕÇÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÉ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁÔÑÎÕÔÕÀ ÎÁ v, w. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÉÒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ) ÐÒÑÍÙÅ C·v É C·w ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C^2 ≃ R^4 ÎÁÔÑÎÕÔÕÀ ÎÁ v, w, Á ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÃÅ- ÌÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. üÔÉ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ 3-ÓÆÅÒÅ Œ C · v ⊕ C · w ≃ R^4.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (8-5) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÉÚ ÄÌÉÎ ÄÕÇ, ŒÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ 3-ÓÆÅÒÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ C · v É C · w.

8.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ). ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W^F� W ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÎÏÒÍÕ: ||F w|| = ||w|| ∀ w ∈ W . ôÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ U(W ). óÏÇÌÁÓÎÏ (8-3), ËÁÖÄÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁŒÔÏ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ: (F v; F w) = (v; w) ∀ v; w ∈ W , É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

F^t · G · F = G :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÒÁÔÉÍ É F^{−1} = G^{−1}F^tG = G^{t−1}F^tG^t . œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F^tF = E ÉÌÉ F^{−1} = F^t, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ | det F | = 1. ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ

U_n^{def}= {F ∈ GL_n(C) | F^{−1} = F^t} :

åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ SU_n = {F ∈ U_n | det F = 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ±1 (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Ó ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÙÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ) É ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

U_1 = {z ∈ C | zz = 1} ;

ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, É ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÒÁÚÂÉ- ŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÓŒÑÚÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ Mat_n(C).

8.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÜÒÍÉÔÏŒ ÏÂSSčÍ. œÙÂÉÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_i} Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂSSčÍÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ) ÏÂSSčÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) = | det C| ; ÇÄÅ (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) · C :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÁËÏÊ ÏÂSSčÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É ËŒÁÄÒÁÔ ÏÂSSčÍÁ ÂÕÄÅÔ, ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ çÒÁÍÁ: vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det((v_i; v_j )) .

8.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ W ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ

U^⊥ = {w ∈ W | (u; w) = 0 ∀ u∈U }

ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë U. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÁ U ⊕ U^⊥ = V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ, É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ W^ß� U ŒÄÏÌØ U^⊥ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎ ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (u; ß(w)) = (u; w) ∀ w ∈W .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ß(w) = � (w; u_˚ ) · u_˚ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {u_˚ } Œ U É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ËÏÎÃÕ ŒÅËÔÏÒÁ w ÔÏÞËÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

8.1.5. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÐÒÉÞčÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. □

8.2. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_C(W ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÚÁÄÁ- ŒÁÅÍÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ F −→ F^∗ , ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(F^∗v; w) = (v; F w) ; ∀ w_1; w_2 ∈ W :

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F^{∗t} · G = G · F , ÏÔËÕÄÁ

F^∗ = G^{−1t} · F^t · G^t = G^{−1} · F^t · G :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ F^∗ = F^t, ÏÔËÕÄÁ F^{∗∗} = F É (zF )^∗ = zF^∗ ∀ z ∈C .

éÔÁË, ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ F ↔ F^∗ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ End_C(W ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

End_C(W ) = End^+_C (W ) ⊕ End^−_C (W ) ;

Ó End^+_C (W ) = {F | F^∗ = F } , End^−_C (W ) = {F | F^∗ = −F } . œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End^+_C (W ) ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End^−_C (W ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ. œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ F^t = F , Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ | ÜÒÍÉÔÏŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ F^t = −F . òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖčÎÎÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ F =^1_2 (F + F^∗) +^1_2 (F − F^∗). CÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ End_C(W ) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ (F G)^∗ = G^∗F^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÅÎÑÀÔ ÔÉÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ i, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ- ŒÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ F^∗ = F^{−1}.

8.2.1. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End_R(V ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ F ↔ F^∗, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (F^∗v; w) = (v; F w) ∀ w_1; w_2 ∈ W . üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÖÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W = V_C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÒÍÉ- ÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ V . œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ÍÁÔÒÉÃ F^∗ = G^{−1} · F^t · G. œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÁÎ- ÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, É ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ: F = 1 2 � F + F^t � + 1 2 � F − F^t � :

åŒËÌÉÄÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÔÏÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ Ë ÓŒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ.

8.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄ- ËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ [a; b]^f� R, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. œŒÅÄčÍ ÎÁ V ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

(f; g) = b� a f(t)g(t) dt :

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d=dt : f −→ f^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ:

(df=dt; g) = b� a f^′g dt = − b� a fg^′ dt = (f; −dg=dt) :

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

t^3 d^2 dt^2

: f(t) −→ t^3f^{′′}(t) ;

ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ � t^{3 d2}_{dt2}

�_∗

: f(t) −→ � t^3f(t)

�_{′′} = � t^{3 d2}_{dt2} + 6t^{2 d}_{dt} + 6t � f(t) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

L = a(t) d^2 dt^2

+ b(t) d dt + c(t) : f −→ af^{′′} + bf + c

ÇÄÅ a; b; c ∈ V .

8.3. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ: F^∗ · F = F · F^∗ . œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F^∗ ÒÁŒÅÎ ±F É F^{−1} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

8.3.1. úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. åÓÌÉ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , G ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ (Ô. Å. F G = GF ), ÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ:

f(F )v = 0 ⇒ f(F )Gv = Gf(F )v = 0 ⇒ G � ker � f(F ) � ⊂ ker � f(F ) � ; v = f(F )w ⇒ Gv = Gf(F )w = f(F )Gw ⇒ G � im � f(F ) � ⊂ im � f(F ) � : œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ^2 ker(F − –E) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G Œ ÓÅÂÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ:

8.3.2. ìåííá. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÝÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ. îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏŒÁÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓËÁÌÑÒÎÙ (Á Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏ ÔÁË), ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. □

8.3.3. ôåïòåíá. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (1) F ÎÏÒÍÁÌÅÎ; (2) F ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ;

2ÒÁŒÎÏ ËÁË É ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ∪_m ker(F − ˘E)^m

(3) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ- ÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ F Œ ÓÅÂÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ (2) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÓÌÏŒÉÑ (2) É (3) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. éÚ (2) ŒÙÔÅËÁÅÔ (1), ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, Á ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ (1) ŒÙÔÅËÁÅÔ (3). ðÕÓÔØ U ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÌÑ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) É n^∘ 8.3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ U Œ ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ U^⊥ ÍÙ ÉÍÅÅÍ (F w; u) = (w; F^∗u) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ U , ÏÔËÕÄÁ F w ∈ U^⊥ . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÎÁÂÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. □

8.3.4. óìåäóôœéå. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ | ÜÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. □

8.3.5. óìåäóôœéå. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

8.3.6. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ F^∗F = F F^∗. åÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ V ÄÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C, ÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ, (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔØ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ V ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ Œ ÔÅ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ, ÞÔÏ Õ F . ðÒÉÍÅ- ÎÑÑ Ë ÔÁËÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÔÅÏÒÅÍÕ n^∘ 8.3.3 É ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ (ËÏÇÄÁ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ) ÉÈ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÁÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

8.3.7. óìåäóôœéå. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. □

8.3.8. óìåäóôœéå. áÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ � � � � A_1 0 A_2 ... 0 A_k

� � � � ; ÇÄÅ A_k = � 0 a_˚ −a_˚ 0 � É a_˚ ∈ R

□ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.10. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ n^∘ 8.3.5 ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ n^∘ 7.4.2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. ë ËÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ?

8.4. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ z = % · e^{i#} ; (8-6)

ÇÄÅ % = |z| ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ z ≠ 0, Á e^{i#} = cos # + i sin # ∈ U_1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ∈ GL(W ) ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F F^∗ É F^∗F ÂÕÄÕÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, Á ÉÈ (ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙ, Á ÐÒÉ det F ≠ 0 ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

F F^∗v = –v ≠ 0 ⇒ – · (v; v) = (–v; v) = (F F^∗v; v) = (F^∗v; F^∗v) ⇒ – =

(v; v) (F^∗v; F^∗v)

> 0 ;

F^∗F v = –v ≠ 0 ⇒ – · (v; v) = (–v; v) = (F^∗F v; v) = (F v; F v) ⇒ – =

(v; v) (F v; F v)

> 0 :

ðÒÉŒÅÄčÍ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_1 = √ F F^∗ , S_2 = √ F^∗F , ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ S_{1;2} ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÒÉ- ÞčÍ S_1 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F F^∗ É ÉÍÅÅÔ S^2_1 = F F^∗, Á S_2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F^∗F É ÉÍÅÅÔ S^2_1 = F^∗F . åÓÌÉ F ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ S_{1;2} ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ I_1 = S^{−1}_1 F É I_2 = F S^{−1}_2 , ËÏÔÏÒÙÅ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ:

(I_1u; I_1w) = (S^{−1}_1 F u; S^{−1}_1 F w) = (F^∗S^{−2}_1 F u; w) = (F^∗(F F^∗)^{−1}F v; w) = (u; w) ; (I_2u; I_2w) = (F S^{−1}_2 u; F S^{−1}_2 w) = (u; S^{−1}_2 F^∗F S^{−1}_2 w) = (v; F^∗F S^{−2}_2 w) = (u; w) :

éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ F = S_1I_1 = I_2S_2 :

üÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ïÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, I^∗_1 = I^{−1}_1 É F = I_1S_1 ŒÌÅËÕÔ F^∗F = S^2_1 , Á ÚÎÁÞÉÔ, S ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ c F F^∗ É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ker(F F^∗ − –E) ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÓËÁÌÑÒ √ –, ËÁË ÍÙ É ÚÁÄÁÌÉ ÅÇÏ ŒÙÛÅ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = I_2S_2 ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F^∗F = F F^∗ ⇐⇒ I_1 = I_2 & S_1 = S_2 ⇐⇒ I_1S_1 = S_1I_1 ⇐⇒ I_2S_2 = S_2I_2. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

F = Se^{iT} ;

ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÍ (8-6). úÄÅÓØ ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S, T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, S ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ É ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ F (ËÁË É ŒÙÛÅ), ÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ, É ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ô ÍÏÖÅÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I = e^{iT} .

8.4.1. ìåííá. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A −→ e^A = � m⩾0 A^m=m! ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÓÐÏÌØÚÕÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ). ðÏÓËÏÌØËÕ e^{CAC−1} = Ce^AC^{−1}, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ e^A ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉŒÏÄÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ËÁË e^A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. □