§7. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ É ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ.

7.1. ïŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÞÉÔÁÑ ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ w ∈ W ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ R ⊂ C É ÉÍÅÀ- ÝÉÍÓÑ Œ W ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ W_R. äÁÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÉÓÁÔØ dim_R É dim_C ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ R É C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÂÁÚÉÓ W ÎÁÄ C, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

e_1; e_2; : : : ; e_n; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n (7-1)

ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÂÁÚÉÓ W_R ÎÁÄ R, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ w ∈ W Œ ŒÉÄÅ w = ∑ (x_˚ + i y_˚ ) · e_˚ Ó (x_˚ + i y_˚ ) ∈ C (7-2)

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ŒÉÄÅ w = ∑ x_˚ · e_˚ + ∑ y_˚ · ie_˚ Ó x_˚ ; y_˚ ∈ R (7-3)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ dim_R W_R = 2 dim_C W , É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉ- ÅÍ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ŒÓÅÇÄÁ ÞčÔÎÏÍÅÒÎÙ.

7.1.1. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. œÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ W^F� W ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ End_C(W ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, Á ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ W_R^G� W_R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ End_R(W_R) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ End_C(W ) ⊂ End_R(W_R) :

þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ

e_1; e_2; : : : ; e_n (7-4)

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ C É ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (7-1) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_R ÎÁÄ R. áÌÇÅÂÒÁ End_C(W ) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat_n(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, Á ÁÌÇÅÂÒÁ End_R(W_R) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat_{2n}(R) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ (2n)×(2n). âÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÂÌÏÞÎÏÍ ŒÉÄÅ G = ( A B C D ) (7-5)

Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ (7-1) ÎÁ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏ n ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_˚ } É {ie_˚ }. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ G Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (7-5) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (iw) = iF (w) ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ W_R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ e_˚ É ie_˚ . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

7.1.2. ðòåäìïöåîéå (õóìïœéñ ëïûé { òéíáîá). œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (7-5) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÅÎ, ËÏÇÄÁ C = B É D = −A. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÂÁÚÉÓÅ (7-4) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ C ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ n × n-ÍÁÔÒÉÃÅÊ A + iB. □

7.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ C^f� C. ðÕÓÔØ W = C, W_R = R^2, ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (7-4) | ÜÔÏ e = 1 É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (7-1) | ÜÔÏ {1; i}. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ

46 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C^F� C Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = a + ib. œ ÂÁÚÉÓÅ {1; i} ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( a −b b a ) : ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C = R^{2 f}� R^2 = C ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ w = f(z) ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÌÉÂÏ ËÁË ÐÁÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ { u = u(x; y) v = v(x; y) ; ÐÏÌÁÇÁÑ w = u + iv É z = x + iy Ó x; y; u; v ∈ R. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ z_0 = x_0 + iy_0, ÅÓÌÉ Åč ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ (ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(z_0+ △ z) = f(z_0) + ı· △ z + o(△ z) ; ÇÄÅ ı ∈ C

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ( u(x_0+ △ x; y_0+ △ y) v(x_0+ △ x; y_0+ △ y) ) = ( u(x_0; y_0) v(x_0; y_0) ) + ( a b c d ) ( △ x △ y ) + o(△ x; △ y) ; ÇÄÅ ( a b c d ) ∈ Mat_{2×2}(R)

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^1: ı = df dz (z_0) = lim_{△z→0} f(z_0+ △ z) − f(z_0) △ z ( a b c d ) = (_{@u} @x (x_0; y_0)^{@v}_{@x} (x_0; y_0) @u @y (x_0; y_0)^{@v}_{@y} (x_0; y_0) ) : íÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁčÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C � C, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ @u @x = @v @y É @u @y = − @v @x :

7.2. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ. ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V_C = C ⊗_R V É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ëÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V_C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim_R V_C = 2 dim_R V ) V_C = V ⊕ iV

ÐÒÉÞčÍ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ 1 · v, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ v, Á ŒÅËÔÏÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ i · v, ÉÌÉ iv (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ v_1 + iv_2 = w_1 + iw_2 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÁÒÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ v_1 = w_1 É v_2 = w_2). óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

(x + iy) · (v_1 + iv_2)^{def}= (xv_1 − yv_2) + i(yv_1 + xv_2) ∈ V ⊕ iV ;

ÇÄÅ z = x + iy ∈ C ; v_1 + iv_2 ∈ V ⊕ iV .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÄÅÌÑÅÔ V_C ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C.

óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (7-3) É (7-2) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ C (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim_C V_C = dim_R V ).

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ^{@u}_{@x} (x0; y0) = lim△x→0^{u(x0+△x;y0)−f (x0;y0)}_{△x} É Ô. Ð.

7.3. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ

œ : V_C^{w=v1+iv2 → w=v1−iv2} � V_C (ÇÄÅ v_1; v_2 ∈ V ) ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ. ïÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ œ^2 = Id_{VC} , Á ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É iV ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Ó ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ +1 É −1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ œ ÎÅ ÌÉÎÅÅÎ, Á ÁÎÔÉÌÉÎÅÅÎ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ œ(zw) = zœ(w) ; ∀ w ∈V_C ; ∀ z ∈C :

îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÏÓÎÁÝčÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W_R^œ� W_R, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ^2 œ^2 = Id_W , ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ W = C ⊗_R V

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ⊂ W_R ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ œ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ +1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ œ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^2 − 1 = (t + 1)(t − 1), ŒÓč ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_R ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_R = V_+ ⊕ V_− ; ÇÄÅ V_+ = ker(œ − Id) = im (œ + Id) ; V_− = ker(œ + Id) = im (œ − Id) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

éÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ œ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i É ÎÁ −i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V_±, ÐÏÓËÏÌØËÕ v_+ ∈ V_+ ⇒ œ(v_+) = v_+ ⇒ œ(iv_+) = −iœ(v_+) = −iv_+ ⇒ iv_+ ∈ V_− v_− ∈ V_− ⇒ œ(v_−) = −v_− ⇒ œ(−iv_−) = iœ(v_−) = −iv_− ⇒ −iv_− ∈ V_+ :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÄ R ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

W_R = V ⊕ iV ; ÇÄÅ V^{def}= V_+ ; iV^{def}= V_− :

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, É ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ a priori ÎÅÔ. 7.4. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^{′ F}� V^{′′} ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

V^′_C^{FC}� V^{′′}_C ;

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

F_C(v_1 + iv_2)^{def}= F (v_1) + iF (v_2) ;

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ F_C(zw) = zF_C(w) ∀ z ∈C É ∀ w ∈V^′_C , É ÞÔÏ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {e_i} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ C ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁÄ R.

2ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F � V ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C. õÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 +iv_2 ∈ V_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ = a + ib = % · (cos ’ + i sin ’)

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (v_1) + iF (v_2) = F_C(v_1 + iv_2) = (a + ib)(v_1 + iv_2) = (av_1 − bv_2) + i(bv_1 + av_2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 Œ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ F , É ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÂÁÚÉÓÅ {v_1; v_2} ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( a b −b a ) = % · ( cos ’ sin ’ − sin ’ cos ’ ) : ðÏÓËÏÌØËÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÏÎ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, Á ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 + iv_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 −iv_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ŒÅË- ÔÏÒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U = R · v_1 ⊕ R · v_2 ⊂ V , É ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ U_C = C · w ⊕ C · w ⊂ V_C . ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

7.4.1. óìåäóôœéå. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. □

7.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^{n F}� R^n ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ, R^n ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏÓËÏÌØ- ËÕ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ±1, Á ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ (ÂÅÚ ÒÁ- ÓÔÑÖÅÎÉÑ). íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ

˝(’_1)

˝(’_2) 0 . . . ˝(’_k ) ±1 1 0 . . . 1

;

Œ ËÏÔÏÒÏÊ 2 × 2 { ÂÌÏËÉ ˝(’_˚ ) ÚÁÄÁÀÔ ÐÏŒÏÒÏÔÙ, Á ÎÁÌÉÞÉÅ −1 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÍÅ- ÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (Ô. Å. det F = −1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ (Ô. Å. ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ) ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

7.5. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. œÓÑËÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

V × V^fi� R

(ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ C-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ V_C × V_C^{fiC}� C ;

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

fi_C(u_1 + iu_2; v_1 + iv_2)^{def}= ( fi(u_1; v_1) − fi(u_2; v_2) ) + i ( fi(u_1; v_2) + fi(u_2; v_1) ) : íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ fi_C Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÔØ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ fi Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ fi ÂÙÌÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É Åč ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ fi_C. ïÔÍÅÔÉÍ ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÆÏÒÍÙ (ÔÁËÉÅ ËÁË ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÔÒÁÞÉŒÁÀÔÓÑ: ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ R-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÐÏ- ÓÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÕÀ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. 7.6. üÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó V ÎÁ V_C. þÔÏÂÙ ÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÚÁÄÁ- ÀÝÕÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ V , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÎÁ V_C ÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ^3

fi_{he}(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2)^{def}= ( fi(u_1; u_2) + fi(v_1; v_2) ) + i ( fi(u_1; v_2) − fi(v_1; u_2) ) : (7-6)

æÏÒÍÁ fi_{he} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi c V ÎÁ V_C. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ c ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ:

g_{he}(u + iv; u + iv) = g(u; u) + g(v; v) ∈ R ∀ (u + iv) ∈ V_C ;

Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ c ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ É, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ

!_{he}(u + iv; u + iv) = 2i !(u; v) ∈ i · R ∀ (u + iv) ∈ V_C :

7.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V_C ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(w_1; w_2) = (w_2; w_1) ; (w; w) ∈ R ∀ w ∈W ; (w; w) ¿ 0 ∀ w ≠ 0 ;

(z w_1; w_2) = z (w_1; w_2) = (w_1; z w_2) ∀ z ∈C :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V = R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V_C = C^n, É ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (x; y) = ∑ x^˚ y^˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (w; z) = ∑ w^˚ z^˚ .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt (7-7)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b], É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (7-7) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ^4

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt :

3ŒÐÒÏÞÅÍ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÒÕÇÁÈ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÁ ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ÆÏÒÍÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (7-6) 4ÇÄÅ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = u(t) + iv(t) , ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÏÉÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ R u dt + i R v dt