§6. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÊ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ char k ≠ 2.

6.1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V^fi� k ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ÒÁÓ- ËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

fi( ˘_1v_1 + ˘_2v_2 ; ¯_1w_1 + ¯_2w_2 ) = = ˘_1¯_1 · fi(v_1; w_1) + ˘_1¯_2 · fi(v_1; w_2) + ˘_2¯_1 · fi(v_2; w_1) + ˘_2¯_2 · fi(v_2; w_2) (6-1)

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍÉ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ Œ ÄÒÕÇÕÀ. ôÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1, V_2 ÚÁÄÁÎÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ fi_1, fi_2, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1^f� V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ v; w ∈ V_1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

fi_1(v; w) = fi_2(f(v); f(w)) :

íÁÔÒÉÃÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒÁÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ {v_˚ } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ fi ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ {v_˚ } É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

B_{(v1;v2;:::;vm)} = (fi(v_¯; v_˚ )) :

åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ:

(v^′_1; v^′_2; : : : ; v^′_k) = (v_1; v_2; : : : ; v_m) · C ;

ÔÏ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ B^′ = C^t · B · C.

ëÁÖÄÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

L_fi : V^{v→fi(v;∗)} � V^∗ R_fi : V^{v→fi(∗;v)} � V^∗

(6-2)

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_fi É R_fi, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ {e_i} ⊂ V É {e^∗_i } ⊂ V^∗, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Ó B_{(e1 ;e2;:::;en)} É B^t_{(e1;e2 ;:::;en)}, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ L^∗_fi = R_fi É R^∗_fi = L_fi, ÇÄÅ V^{∗∗} = V^L ∗ fi� V ∗ É V ∗∗ = V^{R∗fi}� V ∗ ÓÕÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ Ë (6-2), Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ).

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^L� V^∗ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÌÅŒÕÀ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi(v; w)^{def}= ⟨ L(v) ; w ⟩ . âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÅÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ^1, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ≠ 0 ÔÁËÏÇÏ w, ÞÔÏ fi(v; w) ≠ 0.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÂÅ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÑÄÒÁ

ker L_fi = {u ∈ V | fi(u; v) = 0 ∀ v ∈V } ker R_fi = {u ∈ V | fi(v; u) = 0 ∀ v ∈V } ,

1ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÅŒÁÖÎÏ ËÁËÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏ- ŒÅÒËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V , ÎÏ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ Õ L_fi É R_fi ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

6.1.1. ðòåäìïöåîéå. ðÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ fi ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÅŒÙÒÏÖÄÅ- ÎÏ. ôÏÇÄÁ V =^⊥U ⊕ U = U ⊕ U^⊥, ÇÄÅ

⊥U = {v ∈ V | fi(v; u) = 0 ∀ u∈U } U^⊥ = {v ∈ V | fi(u; v) = 0 ∀ u∈U } ,

ÐÒÉÞčÍ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ ß^′; ß^{′′} : V � U, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÅ V ÎÁ U ŒÄÏÌØ^⊥U É U^⊥ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U, v ∈ V ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

fi(v; u) = fi(ß^′(v); u) É fi(u; v) = fi(u; ß^{′′}(v)) (6-3)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË Œ n^∘ 5.6.2: ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

: V^{v→fi(v;∗)} � U^∗

’ : U^{u→fi(u;∗)}_∼ � U^∗

ÐÒÉÞčÍ ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ fi ÎÁ U. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (6-3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ß^′(v) = ’^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^{ß′}� U, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (6-3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ. ôÏ ÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6-3) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ v − ß^′(v) ∈^⊥U, Á ÚÎÁÞÉÔ ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ v = (v − ß^′(v)) + ß^′(v) ∈^⊥U + U. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ fi ÎÁ U ŒÌÅÞčÔ^⊥U ∩ U = 0, Ô. Å. ÓÕÍÍÁ V =^⊥U ⊕ U ÐÒÑÍÁÑ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ß^{′′} É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = U ⊕ U^⊥ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. □

6.2. õÓÌÏŒÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ fi, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ∀ v; w ∈ V ÕÓÌÏŒÉÀ

fi(v; w) = fi(w; v) ÉÌÉ fi(v; w) = −fi(w; v)

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ. ðÒÉ char k ≠ 2 ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ fi(v; v) = 0 ∀ v ∈V . ñÓÎÏ ÞÔÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ Åč ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ fi ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍ:

fi(v; w) = fi_+(v; w) + fi_−(v; w) ; ÇÄÅ fi_+(v; w) = (fi(v; w) + fi(w; v))=2 ; fi_−(v; w) = (fi(v; w) − fi(w; v))=2 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V × V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍ- ÍÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÅÓÌÉ dim V = n. ìÅŒÏÅ É ÐÒÁŒÏÅ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÊ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ- ÇÏÍ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ker fi^{def}= {w ∈ V | fi(w; v) = ±fi(w; v) = 0 ∀ v ∈ V } ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÑÄÒÏÍ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi.

6.2.1. ðòåäìïöåîéå. ðÕÓÔØ V = ker fi ⊕ U ÄÌÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi ÎÁ V . ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ fi ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË É Œ n^∘ 2.2.1. åÓÌÉ w ∈ U ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ fi|_U , Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∀ u ∈ U ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ fi(w; u) = 0, ÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Œ ŒÉÄÅ v = e + u Ó e ∈ ker fi , u ∈ U ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ fi(w; v) = fi(w; e) + fi(w; u) = 0 , Ô. Å. w ∈ U ∩ ker fi = 0. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ, ÔÏÞÎÅÅ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V = ker L_fi ⊕ U = ker R_fi ⊕ W , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ V^{Lfi}� V^∗ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U Ó W^∗, ÎÏ ÎÅ Ó U^∗.

6.3. éÚÏÔÒÏÐÎÙÅ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi, ÅÓÌÉ fi(u_1; u_2) = 0 ∀ u_1; u_2 ∈ U , Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ U ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ. éÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ.

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi, ÅÓÌÉ

fi(u; u) ≠ 0 ∀v ≠ 0 :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. áÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÐÕÓÔÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ.

6.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_{2n} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V^∗ ⊕V , ÇÄÅ dim V = n, Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ h ( (¸_1; v_1) ; (¸_2; v_2) ) = ⟨ ¸_1 ; v_2 ⟩ + ⟨ ¸_2 ; v_1 ⟩ : (6-4)

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÏÒÍÁ h ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É V^∗, Á ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒ-ËÏŒÅËÔÏÒ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÓŒčÒÔËÁ^2 h(¸; v) = h(v; ¸) = ⟨ ¸ ; v ⟩ . åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ H_{2n} ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n; e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n; (6-5)

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÁ V É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅÍÕ ÂÁÚÉÓÁ V^∗, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ h Œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÌÏÞÎÙÊ ŒÉÄ ( 0 E E 0 ) ; Œ ËÏÔÏÒÏÍ 0 | ÎÕÌÅŒÁÑ, Á E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ n × n { ÍÁÔÒÉÃÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ h ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ëÁËÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H_{2m}?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) V ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ; Â) V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ;

Œ) dim V | ÞčÔÎÁ, É Œ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

6.3.2. ôåïòåíá. ìÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g ÒÁÓËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ Œ V ÎÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÕÖÅ ÓÁÍÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ Œ V ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ e_1, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÅÝč ÏÄÉÎ ŒÅËÔÏÒ w ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g(e_1; w) = a ≠ 0. ðÏÌÁÇÁÑ u = w−^1_{2a} g(w; w)·e_1, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ g(e_1; u) = g(e_1; w) = a É g(u; u) == 0 . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ff ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V , ÐÏÒÏÖÄčÎ- ÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1 É e_2 = u=a ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( 0 1 1 0 ) : üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ n^∘ 6.1.1 V = U ⊕ U^⊥. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g ÎÁ U^⊥ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ H_{2m} ⊕ H_{2k} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ H_{2(m+k)}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H_{2m} ⊂V .

2ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ˙ ¸ ; v ¸ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ V^∗ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v ∈ V

40 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

6.4. éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

V^f� V

Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÀ F^t · G · F = G ;

ÇÄÅ F | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ G ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ŒÓÅ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ÉÍÅÀÔ

F^{−1} = G^{−1}F^tG :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÓÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ g ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÏÒÍÙ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_g. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ V ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ O_g ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ÇÄÅ n = dim V

O_n(k)^{def}= {g ∈ GL_n(k) | g^{−1} = g^t} :

åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ SO_n(k)^{def}= {f ∈ O_n(k) | det f = 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ.

6.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ e ∈ V ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ V^{œe}� V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ œ_e(v) = v − 2 g(e; v) g(e; e)

· e ;

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ e^⊥. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ e ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÅÎ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ V = k · e ⊕ e^⊥, ÇÄÅ e^⊥ = {v ∈ V | g(e; v) = 0}, É œ_v ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ e^⊥ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e Œ −e. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, œ_e ∈ O_g É œ^2_e = 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. õÄÏÓÔÏŒÅÒØÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ V^f� V É ÌÀÂÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ e ∈ V ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ œ_{f (v)} = f ∘œ_v ∘f^{−1}.

œÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

6.4.2. ìåííá. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u, v Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ g(u; u) = g(v; v) ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ u ÌÉÂÏ Œ v ÌÉÂÏ Œ −v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ u É v ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ œ_v = œ_u. åÓÌÉ u É v ÎÅËÏÌÌÉ- ÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÒÏÍÂÁ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ

g(u + v; u − v) = g(u; u) − g(v; v) = 0

É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÔÏ ÖÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏ É u, v. îÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (u − v)^⊥ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ u Œ v, Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (u + v)^⊥ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ u Œ −v. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏ, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ u Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ v.

6.4.3. ôåïòåíá. œÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � 2n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ −E. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ V^f� V n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v É ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ œ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ v ÌÉÂÏ Œ f(v), ÌÉÂÏ Œ

−f(v). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ œf ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v Œ ±v, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ (n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ v^⊥. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ œf ÎÁ v^⊥ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � 2(n − 1) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. îÏ ÔÏÇÄÁ f = œœf ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � (2n − 1) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ É, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ œ_{f (v)}. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.

6.4.4. ôåïòåíá (ìåííá œéôôá). ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U, V , W ÚÁÄÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÁÍÙ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ U ⊕V Ó ÐÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ U ⊕W , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V Ó W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ dim U. åÓÌÉ U = 0, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ U = k · u ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ u ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÅÎ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

k · u ⊕ V^f� k · u ⊕ W

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ œ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ f(u) Œ ±u. ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ œf ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ k · u Œ k · u, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ Ë u V^{œf}� W .

åÓÌÉ dim U ¿ 1, ŒÙÂÅÒÅÍ Œ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ u É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ U = k · u ⊕ u^⊥. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ë U = k · u ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u^⊥ ⊕ V Ó u^⊥ ⊕ W . œÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó U = u^⊥, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ V Ó W . □

6.4.5. óìåäóôœéå. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É W Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ W ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÆÏÒÍÁ Ó V ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ŒÓÅÇÏ V ÎÁ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÔÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÏ U Œ V É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÏ ÏÂÒÁÚÁ U Œ W . üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. □

6.4.6. óìåäóôœéå. œÓÑËÏÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÏ Œ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. □

6.4.7. óìåäóôœéå. ìÀÂÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. □

6.4.8. óìåäóôœéå. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k Ó char k ≠ 2) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÝÉÍÉ ÜÔÕ ËŒÁÄÒÉËÕ. □

6.4.9. óìåäóôœéå. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚ n^∘ 6.3.2 ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H_{2m} ⊕ A = H_{2k} ⊕ A^′ | ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ n^∘ 6.3.2 Ó m � k. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÔÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A Ó H_{2(k−m)} ⊕ A^′, ÞÔÏ ÉÚ-ÚÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ A ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ H_{2(l−m)} = 0, Ô. Å. ÐÒÉ m = l. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A Ó A^′. □

6.4.10. ðÒÉÍÅÒ: ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ŒÓÑËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m};

42 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

þÉÓÌÏ rk (q) = (p + m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ, Á ÞÉÓÌÏ i(q) = (p − m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍ, ÒÁÎÇ É ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÆÏÒÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ p � m, É ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ

x^2_i − x^2_{p+i} = (x_i + x_{p+i})(x_i − x_{p+i}) = y_iy_{p+i}

x_˚ = y_˚ ÐÒÉ ˚ = (m + 1); (m + 2); : : : ; p É ˚ ¿ (p + m) :

ðÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ q Œ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÆÏÒÍ q(y) = h_{2m}(y)+g_{p−m}(y) , Œ ËÏÔÏÒÏÍ

h_{2m}(y) = y_1y_{p+1} + · · · + y_my_{p+m} ; g_{p−m}(y) = y^2_{m+1} + · · · + y^2_p :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 2 min(p; q) ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ q, ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅ- ÌÉÞÉÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ |i(q)| ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ q, É ÚÎÁË Õ i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÓÏÓÔÁ- ÑÌÀÝÁÑ ÆÏÒÍÙ q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ⊂ RP_n Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ T_pQ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ ÎÅÏ- ÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ Q^′ ⊂ RP_{n−2} Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ Ë p (n − 2)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ T_pQ É ÉÍÅÀÝÅÊ ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ RP_n.

þÉÓÌÁ p É m ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ q ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÎÅÒÃÉÉ ÆÏÒÍÙ q, Á ÐÁÒÁ (p; m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÙ q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÆÏÒÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

ïÂÙÞÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÂÙŒÁÅÔ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÅÚ ÑŒÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÇÌÁŒÎÙÅ ÕÇÌÏŒÙÅ ÍÉÎÏÒÙ

´_0; ´_1; ´_2; : : : ; ´_n ; ÇÄÅ n = dim V ; (6-6)

ÌÀÂÏÊ Åč ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ´_0 = 1, Á ´_k | ÜÔÏ ÍÉÎÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÅÒŒÙÈ k ÓÔÒÏËÁÈ É ÐÅÒŒÙÈ k ÓÔÏÌÂÃÁÈ). ðÕÓÔØ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÄÌÑ ÎÅËÏÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÎÁ R^4 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÔØ (6-6) ÉÍÅÅÔ ´_1 ¡ 0 ; ´_2 = 0 ; ´_3 ¡ 0 ; ´_4 ¿ 0 :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒčÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ g ÎÁ ÜÔÏ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÂÏ (1; −1; 1), ÌÉÂÏ (1; −1; −1). ðÏÓËÏÌØËÕ ´_3 ¡ 0 ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ, Á Ô. Ë. ´_4 ¿ 0, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (2; 2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (6-6) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÔ- ÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ n ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ (6-6) ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ (ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË ËÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ)

6.4.11. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p = Z=pZ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÉÎÃÉÐÁ äÉÒÉÈÌÅ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

q(x) = a x^2_1 + b x^2

ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ F_p. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ a, b É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ c ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {a x^2_1} É {c − b x^2}, ÇÄÅ x_1, x_2 ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ F_p, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ (p + 1)=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ F_p), É ÐÏÔÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô. Å. ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ a x^2_1 + b x^2 = c ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ � 3 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, Á ÌÀÂÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ � 2 ÉÍÅÅÔ ŒÅËÔÏÒ e Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ g(e; e) = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ŒÉÄÁ x^2 É ” x^2 É ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ x^2_1 + x^2 É x^2_1 + ” x^2, ÇÄÅ ” ∈ F_p ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.15. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ≡ 1 (mod 4) ÆÏÒÍÁ x^2_1 + x^2 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, Á ÆÏÒÍÁ x^2_1 + ” x^2 ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, Á ÐÒÉ p ≡ −1 (mod 4), ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÆÏÒÍÁ x^2_1 + x^2 ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, Á ÆÏÒÍÁ x^2_1 + ” x^2 ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.16. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ F_p ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ŒÉÄÕ ∑ x^2_i ÌÉÂÏ Ë ŒÉÄÕ ” x_1 + ∑ i⩾2 x^2_i .

6.5. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙_{2n} , ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V^∗ ⊕ V (dim V = n), ÎÏ Ó ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ( (¸_1; v_1) ; (¸_2; v_2) ) = ⟨ ¸_1 ; v_2 ⟩ − ⟨ ¸_2 ; v_1 ⟩ : (6-7)

œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (6-4), ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÍ ÐÁÒÏÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ V^∗ É V , ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ŒÉÄ J = ( 0 E −E 0 ) : (6-8)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. íÁÔÒÉÃÁ J ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ J^2 = −E, det J = 1. íÉÒ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÅÄÎÅÅ, ÞÅÍ ÍÉÒ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

6.5.1. ôåïòåíá. ìÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim V ÞčÔÎÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ŒÏÚØÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ e_1 ∈ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ w ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ !(e_1; w) = a ≠ 0. ðÏÌÏÖÉÍ e_2 = w=a. íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ! ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1, e_2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( 0 1 −1 0 ) : ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, V = U ⊕ U^⊥ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ n^∘ 6.1.1. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ U^⊥ ÔÁËÖÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.17. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ˙_{2m} ⊕ ˙_{2k} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ˙_{2(m+k)}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.18. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

6.5.2. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÇÒÕÐÐÁ Sp_! (V ). âÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ- ÃÕ çÒÁÍÁ J, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ. éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ V^F� V (Ô. Å. ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ !(u; v) = !(F u; F v) ∀ u; v ∈ V ) ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ É ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÇÒÕÐÐÕ Sp_!(V ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÏÒÍÙ !. œ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ F^t · J · F = J, É ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ

Sp_{2n}(k)^{def}= {F ∈ Mat_{2n}(k) | F^t · J · F = J} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ GL_n(k)^⊂ � Sp_{2n}(k) , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ F → ( F^{−1t} 0 0 F )

(ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ GL(V ) ÎÁ V^∗ ⊕ V ÐÁÒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ V^F� V É V^{∗ F −1} t � V ∗).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ f ∈ Sp_{2n}(k) ÉÍÅÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 1 É ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ- ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ø(t) = t^{2n}Ø(t^{−1}).

44 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L = L^⊥ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = dim V=2 É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍÉ. CÌÅÄÕÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ n^∘ 6.5.1, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÌÀÂÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ Œ V ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n , ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ !(e_i; e^′_j ) = ffi_{ij} . éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Sp_!(V ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.21. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÆÏÒÍÙ ! ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 dim U, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÆÏÒÍÁ ! ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

6.5.3. ôåïòåíá. ðÕÓÔØ A = (a_{ij} ) | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (2n)×(2n), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ a_{ij} Ó i ¡ j ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^3 Pf(A) ∈ Z[a_{ij}], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Pf(A)^2 = det(A) É Pf(J^′) = 1, ÇÄÅ J^′ | ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ 2 × 2-ÂÌÏËÏŒ^{„ 0 1}_{−1 0}^«. ñŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÆÁÆÆÉÁÎÁ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

Pf(A) = ∑ {i_1;j_1}⊔···⊔{i_n;j_n}=

={1; 2; ::: ; 2n} sgn ( i_1j_1i_2j_2 : : : i_nj_n ) · a_{i1j1} a_{i2j2} · · · a_{injn} ; (6-9)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; 2n} Œ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ {i_˚ ; j_˚ }, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÅÎ, Á sgn ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ^4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K = Q(a_{ij} ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a_{ij} . ïÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, É Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ Åč ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ J^′ , ÏÔËÕÄÁ A = C^t · J^′ · C É det(A) = det(C)^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ a_{ij} Ó ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ff = ∑ i≠j

a_{ij} ·e_i ∧e_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÞčÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ e_i ∧e_j ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó

ÄÒÕÇÏÍ, n-ÔÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ff^n = ff∧ff∧· · ·∧ff = n!·Pf(A)·e_1∧e_2∧ · · · ∧e_{2n} , ÇÄÅ Pf(A) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-9). åÓ- ÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ÂÁÚÉÓÁ e = ¸·C, ÔÏ ff = (e A)∧e^t = (¸ CA)∧(C^t¸^t) = (¸ A^′)∧¸^t ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÎÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A^′ = CAC^t, É n-ÔÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÉÏÂÒÅÔčÔ ŒÉÄ ff^n = n! · Pf(A^′) · ¸_1 ∧ ¸_2 ∧ · · · ∧ ¸_{2n}. ôÁË ËÁË e_1 ∧ e_2 ∧ · · · ∧ e_{2n} = det C · ¸_1 ∧ ¸_2 ∧ · · · ∧ ¸_{2n} , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ Pf(A) ÚÁËÏÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

Pf(A^′) = Pf(CAC^t) = Pf(A) · det C :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÅÒÑ A = CJ^′C^t, ÉÍÅÅÍ Pf(A) = det(C) · Pf(J) = det C É det(A) = det^2(C) = Pf^2(A). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.22. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F = X^2 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[t_1; t_2; : : : ; t_n], ÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.23. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏŒ 2-ÇÏ, 4-ÇÏ É 6-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.24∗. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ n ∈ N É ÌÀÂÏÅ ÞčÔÎÏÅ m � n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÉÚ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^5

Pf(CAC^t) = ∑ #I=m

Pf(A_I ) · det(C_I )

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ I = (i_1; i_2; : : : ; i_m), C_I ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÉÎÏÒ m-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ I-ÓÔÏÌÂÃÁÈ, Á A_I = ( a_{i¯ i˚} ) i_¯ ;i_˚ ∈I | ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ m×m-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ,

ÓÔÏÑÝÕÀ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I.

3ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ 4ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÐÁÒ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ

5ËÁË É ŒÙÛÅ, ÍÙ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ aij = −aji É c_{fffi}