§5. îÏÒÍÙ É ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ R^n.

5.1. íÅÔÒÉËÉ É ÎÏÒÍÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

X × X^%� R ;

ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ∀ x; y; z ∈ X ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

(1) %(x; y) = %(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (2) %(x; y) � 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ) (3) %(x; y) = 0 ⇒ x = y (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ) (4) %(x; y) + %(y; z) � %(x; z) (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) úÁÎÉÍÁÑÓØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X = R^n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍÉ Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Ô. Å. ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∀ x; y; z; w ∈ R^n É ∀ ˘∈R ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ

(5) −→xy = ˘ · −→wz ⇒ %(x; y) = |˘|%wz .

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÁËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ: %(x; y) = ||−→xy|| . æÕÎËÃÉÑ

V^{v→||v||} � R

ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ∀ ˘ ∈ R É ∀ v; w ∈ V ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ:

(1) ||v|| � 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ) (2) ||v|| = 0 ⇒ v = 0 (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ) (3) ||˘ · v|| = |˘| · ||v|| (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ) (4) ||v + w|| � ||v|| + ||w|| (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ∀ v; w ∈ V ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÉÀ ∀ v; w ∈ V ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ||w − v|| � � � � ||w|| − ||v|| � � �. 5.2. íÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ”-ÛÁ- ÒÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

B_”(p) = {q ∈X | %(p; q) � ”} :

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ”-ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, É ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÅÔÒÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔËÒÙ- ÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R^n, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ � � � x_ie_i � �_{st}^{def}= max_i |xi|

(ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ”-ÛÁÒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ”-ËÕÂÙ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ.

32 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. 5.2.1. ìåííá. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_i ∈ R^n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÐÏÌÏÖÉÍ M = max_i ||e_i||. ôÏÇÄÁ

||v|| = � � � � x_ie_i � � � � � |x_i| · ||e_i|| � nM max_i |x_i| = nM · ||v||_{st} ∀ v ∈R^n

É ∀” ¿ 0 ÐÒÉ ||v − w||_{st} ¡ ffi = ”=2nM ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ � � � ||v|| − ||w|| � � � � ||v − w|| ¡ nM · ||v − w||st ¡ ” . □

5.2.2. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ || · || ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ ¯ É M, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∀ v ∈R^n

¯ · ||v||_{st} � ||v|| � M · ||v||_{st} : (5-1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÒÁÎÉÃÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ 1-ËÕÂÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ

K = {v ∈ R^n | ||v||_{st} = 1}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ||·|| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎčÍ ÓŒÏÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ M = sup(||v|| | v ∈ K) É ¯ = inf(||v|| | v ∈ K), ÐÒÉÞčÍ ¯ ¿ 0, Ô. Ë. ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÂÙ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ K ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v_i ∈ K Ó ||v_i|| → 0, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ||·|| É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ lim v_i = 0 ∈ K, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∀ w ∈K ÉÍÅÅÍ 0 ¡ ¯ � ||w|| � M ¡ ∞. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ Ë w = v=||v||_{st} ∈ K ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ≠ 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5-1). □

5.2.3. óìåäóôœéå. ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ R^n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ). □

5.3. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÎÏÒÍÅ ||·|| ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ≃ R^n Åč ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ

˘ = B_1(0) = {v ∈ V | ||v|| � 1} : (5-2)

üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ^1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÕÌØ ŒÎÕÔÒÉ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ v; w Ó ||v||; ||w|| � 1 É ∀ ˘; ¯ ¿ 0 Ó ˘ + ¯ = 1 ÉÍÅÅÍ ||˘v + ¯w|| � ˘||v|| + ¯||w|| � 1 :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ || · || ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÉÇÕÒÅ ˘ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

||v|| = inf(˘ ∈ R_{¿0} | v ∈ ˘˘) : (5-3)

5.3.1. ðòåäìïöåîéå. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (5-2) É (5-3) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÓÎÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ˘ ⊂ R^n, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÍÉ ÎÕÌØ ŒÎÕÔÒÉ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, É ÎÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ||v||_�, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5-3) ÏÞÅŒÉÄÎÙ^2. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ: ∀ v; w ∈ V ÔÏÞËÁ q = v + w ||v||_� + ||w||_� = ||v||_� ||v||_� + ||w||_� · v ||v||_� + ||w||_� ||v||_� + ||w||_� · w ||w||_�

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ˘ ÔÏÞÅË v=||v||_� É w=||w||_�. ðÏÜÔÏÍÕ q ∈ ˘, É ÚÎÁÞÉÔ ||v + w||_� � ||v||_� + ||w||_�. □

1ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ 2É ŒÏÏÂÝÅ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ n = 1

5.4. óËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ≃ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ^3

V × V^{v;w→(v;w)} � R :

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÚÎÁÞÁÀÔ:

(1) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: (v; w) = (w; v) , (2) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ: (v; v) ¿ 0 ÐÒÉ v ≠ 0 , (3) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ: ( ˘_1v_1 + ˘_2v_2 ; ¯_1w_1 + ¯_2w_2 ) = ˘_1¯_1 · (v_1; w_1) + ˘_1¯_2 · (v_1; w_2) + ˘_2¯_1 · (v_2; w_1) + ˘_2¯_2 · (v_2; w_2) .

œÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ((e_i; e_j )), ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. âÁÚÉÓÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ çÒÁÍÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÓÍ. n^∘ 2.1.1) ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ {e_i} Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ^4 É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

e_i −→ e_i= � (e_i; e_i)

((e_i; e_i) ¿ 0 Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ).

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÌÀÂÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2; : : : ; v_m) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ

G_{(v1;v2;:::;vm)} = ((v_i; v_j )) ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ (v_1; v_2; : : : ; v_m). åÓÌÉ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ C:

(v^′_1; v^′_2; : : : ; v^′_m) = (v_1; v_2; : : : ; v_k) · C

éÈ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ G^′ = G_{(v}′_{1;v}′_{2;:::;v}′_{m)} É G = G_{(v1;v2;:::;vk)} ÂÕÄÕÔ ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ

G^′ = C^tGC : (5-4)

5.4.1. ìåííá. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ

det G_{(v1;v2;:::;vm)} � 0 ; (5-5)

É ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, v_1 = � ˚⩾2 ˘_˚ v_˚ , ÔÏ (v_1; v_k) = � ˚⩾2 ˘_˚ (a_˚ ; a_k) ÐÒÉ ŒÓÅÈ k, É ÐÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ det G_{(v1;v2 ;:::;vm)} = 0. åÓÌÉ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÙ v_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÓŒÏÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ W ⊂ V . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Ó V ÎÁ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ W , É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ Œ W ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (e_1; e_2; : : : ; e_m) = (v_1; v_2; : : : ; v_m) · C , ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ ÐÏ (5-4) 1 = det G_{(e1 ;e2 ;:::;em)} = det G_{(v1 ;v2;:::;vm)} · det C^2 ÏÔËÕÄÁ det G_{(v1;v2 ;:::;vm)} ¿ 0. □

5.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ. äÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v; w) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ � (v; v) (v; w) (w; v) (w; w) �

3ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V 4ÔÁËÉÅ ÂÁÚÉÓÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ

34 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5-5) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (v; v) · (w; w) � (v; w)^2 ; (5-6) ÐÒÉÞčÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ v = ˘ · w ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ∈ R. œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÎÔÅË- ÓÔÁ, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ëÏÛÉ, âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÉÌÉ ûŒÁÒÃÁ. ôÁË, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÏÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ

(x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + y^2_1 + · · · + y^2_n) � (x_1y_1 + x_1y_1 + · · · + x_ny_n)^2

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x_1; x_2; : : : ; x_n É y_1; y_2; : : : ; y_n. á ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÉÍÅÎčÎÎÙÍ Ë ÐÁÒÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ

(f; g) = b� a f(x)g(x) dx ; (5-7)

ÏÎÏ ÄÁÓÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ � f^2(x) dx � · � g^2(x) dx � � � f(x)g(x) dx

�_2 . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (5-7) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b].

5.5. åŒËÌÉÄÏŒÙ ÍÅÔÒÉËÉ. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÄÌÉÎÁ ||v|| = � (v; v), ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V : ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÌÏÖÅÎÙ Œ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, Á ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ:

(||v|| + ||w||)^2 = (v; v) + (w; w) + 2 � (v; v)(w; w) � (v; v) + (w; w) + 2(v; w) = ||v + w||^2 :

ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ŒÓÑËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ V ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ðÒÅÐÑÔ- ÓÔŒÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ^5 :

||v + w||^2 + ||v − w||^2 = 2 � ||v||^2 + ||w||^2 � ; (5-8)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ, ÅÓÌÉ ||v||^2 = (v; v) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÕÖÅ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÁË ÞÔÏ É ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÎÑÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÏÒÔÙ, ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ 1).

5.5.1. ðòåäìïöåîéå. þÔÏÂÙ ÎÏÒÍÁ ÂÙÌÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ

(v; w) = 1 4 (||v + w|| − ||v − w||) :

üÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ V × V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ || · || ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÔÏ (v_1 + v_2; w) = (v_1; w) + (v_2; w) É (v; w_1 + w_2) = (v; w_1) + (v; w_2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ Åč ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÀÂÙÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÓÀÄÁ Œ ŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ. □

5.6. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÄÌÉÎÕ É ÕÇÏÌ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

||v||^{def}= � (v; v) (5-9)

cos( ^vw)^{def}=

(v; w) ||v|| · ||w||

(5-10)

5ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÞÅÔÙÒčÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-10) ÏÔÒÅÚ- ËÕ [−1; 1]) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏŒÅÒÉÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÇÌÁ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÕÇÌÏŒ (ÔÉÐÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ) É Œ ÓÌÕÞÁÅ R^2 É R^3 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÍ ĂÛËÏÌØ- ÎÙÍĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ^6.

ðÏÍÉÍÏ ÄÌÉÎ É ÕÇÌÏŒ, ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ V ÏÂSSčÍ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSčÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ n ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÜÔÁÌÏÎÎÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÏÂSSčÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÅÒčÔÓÑ ÚÁ 1. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÙÂÉÒÁÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ e_i É e^′_i ÓŒÑÚÁÎÙ ÉÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

(e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) · C ;

ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÁŒÉÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ çÒÁÍÁ (5-4) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

C^t · C = 1 : (5-11)

íÁÔÒÉÃÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ det C = ±1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÏÂSSčÍÙ ŒÓÅÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, Á ÂÁÚÉÓÙ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÅÎ ÐÏ ÚÎÁËÕ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÂSSčÍÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É ÐÏÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÂSSčÍÏÍ vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ vol(v_1; v_2; : : : ; v_n)^{def}= | det C|

ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

5.6.1. ìåííá. vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det G_{(v1;v2;:::;vn)}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ É ÏÂSSčÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÎÕÌÅŒÙÅ. åÓÌÉ

(v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) · C ;

ÇÄÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ∈ R^n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ

vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det^2C = det G_{(v1 ;v2;:::;vn)}

ÐÏÓËÏÌØËÕ G_{(v1 ;v2 ;:::;vn)} = C^t · E · C. □

5.6.2. ðÒÉÍÅÒ: ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V Œ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ V^{ßU}� U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ

(v; u) = (ß_U (v); u) ∀ v ∈ V É ∀ u ∈ U : (5-12)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : V^{v→(v;∗)} � U^∗

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ v ∈ V ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÉÚ U^∗, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

u −→ (v; u) :

6ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÎÁÎÓÔŒÁ, ÏÓÎÁ- ÝčÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÉÏÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÍ, ÐÒÏÓÔÙÍ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÞÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ĂÁËÓÉÏÍĄ É ĂÐÏÓÔÕÌÁÔÏŒĄ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÐÒÉÎÑÔÙÊ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ

36 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

’ : U^{u→(u;∗)}_∼ � U^∗ ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÀ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ^7 (ÓÒ. Ó n^∘ 2.2). õÓÌÏŒÉÅ (5-12) ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ß_U = ’^{−1}.

ðÒÏÅËÔÏÒ ß_U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ U. éÚ (5-12) É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ker ß_U = U^⊥ = {v ∈ V | (v; u) = 0 ∀ u∈U }

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë U, É V = U ⊕ U^⊥ , ÐÏÓËÏÌØËÕ U ∩ U^⊥ = 0 É v − ß_U (v) ∈ U^⊥ ∀ v ∈ V . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß_U (v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ËÏÎÃÕ ŒÅËÔÏÒÁ v ÔÏÞËÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ u∈U

||v − (ß_U (v) + u)||^2 = � (v − ß_U (v)) − u ; (v − ß_U (v)) − u � = ||v − ß_U (v)||^2 + ||u||^2 ;

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ v − ß_U (v) ∈ U^⊥).

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÔÁË: ÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ U ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m, ÚÁÔÅÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÇÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u^∗_1; u^∗_2; : : : ; u^∗_m, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (u_i; u^∗_j ) = ffi_{ij} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (u^∗_1; u^∗_2; : : : ; u^∗_m) = (u_1; u_2; : : : ; u_m) · G^{−1}_{(u1 ;u2;:::;um)}.

ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ ß_U (v) =^m � ˚=1 (v; u_˚ )·u^∗_˚ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (5-12) (ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = u_i).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÏÂSSčÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ (n−1)- ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÏÂSSčÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÅÇÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ ŒÙÓÏÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÎÃÁ ŒÅËÔÏÒÁ v ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÂÁ- ÚÉÓÏÍ u_1; u_2; : : : ; u_k ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ çÒÁÍÁ det G_{(v;u1 ;u2;:::;uk)}= det G_{(u1 ;u2;:::;uk )}.

7ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Ó V ÎÁ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ U É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ