§2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ.

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÊ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ char k ≠ 2.

2.1. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ Q = (q)_0 ⊂ P(V ) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ∈ S^2V^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ. œÓÑËÁÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË

q(x) = � i;j a_{ij} x_ix_j = x · A ·^tx ;

ÇÄÅ x = (x_0; x_1; : : : ; x_n) | ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ,^tx | ÓÔÏÌÂÅÃ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Åč ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, Á A = (a_{ij}) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ É ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a_{ij} (ÐÒÉ i ≠ j) ÐÏÌÏŒÉÎÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ x_ix_j Œ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ q. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~q(u; w) ÎÁ V ×V , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ q(x) = ~q(x; x). ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q É ÎÁÐÒÑÍÕÀ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ q ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

~q(x; y) = x · A ·^ty = 1 2 � q(x + y) − q(x) − q(y) � = 1 4 � q(x + y) − q(x − y) � = = � i;j a_{ij} x_iy_j = 1 2 � i y_i

@q(x) @x_i

: (2-1)

æÏÒÍÕ ~q ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÓÕÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ a_{ij} = ~q(e_i; e_j ) ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_i}

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (e^′_0; e^′_1; : : : ; e^′_n) = (e_0; e_1; : : : ; e_n) · C ÎÏŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ A^′ ÂÕÄÅÔ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ A ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A^′ =^tC · A · C.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ det q^{def}= det A ∈ k=(k^∗)^2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÉÚ k ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. åÓÌÉ det q ≠ 0, ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÉÌÉ ÇÌÁÄËÏÊ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (ÉÌÉ ÏÓÏÂÏÊ). äŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

2.1.1. ôåïòåíá ìáçòáîöá. íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÙ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ q ≡ 0, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. åÓÌÉ q ≢ 0, ÔÏ q(e) = ~q(e; e) ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ e∈V , ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (k · e) ⊕ e^⊥, ÇÄÅ e^{⊥ def}= { u ∈ V | ~q(u; e) = 0 } ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë e ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ~q. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, (k·e)∩e^⊥ = 0 , É ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈V ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ – e + u Ó – = ~q(v; e)=~q(e; e) ∈ k É u = v − –e ∈ e^⊥. úÁÍÅÎÑÑ V ÎÁ e^⊥, ÎÁÊÄÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ É Ô. Ä. □

2.1.2. óìåäóôœéå. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ËÁÖÄÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ � x^2_i = 0; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ e_i −→ e_i= � q(e_i). □

2.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁ P_1 Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÌÉÂÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 + ¸ x^2_1 = 0 (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ), ÌÉÂÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 = 0 (ÅÓÌÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ). œÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ (0 : 1), Á Åč ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÆÏÒÍÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ Œ ÎÕÌØ. îÅÏÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÁ, ÅÓÌÉ −¸ ∉ (k^∗)^2 (ÞÔÏ ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ), ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË (x_0 : x_1) = (±‹ : 1), ÅÓÌÉ −¸ = ‹^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ‹ ∈ k. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ¸ = 0, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¸ ÓÒÁŒ- ÎÉÍÏ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ det q ÆÏÒÍÙ q, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÉÄ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁ P_1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ − det q Œ k=(k^∗)^2 : ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÅÓÌÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ | ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, Œ ÏÓÔÁŒÛÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏÍ ÌÉÛØ ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ) ËŒÁÄÒÉËÁ ÐÕÓÔÁ.

2.1.4. óìåäóôœéå. äÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 4 ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÉÌÉ ‘ ⊂ Q, ÉÌÉ ‘ ∩ Q ÅÓÔØ ÄŒÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÉÌÉ ‘ ∩ Q ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÉÌÉ ‘ ∩ Q = ∅, ÐÒÉÞčÍ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ. □

2.2. ëÏÒÒÅÌÑÃÉÉ. óÏ ŒÓÑËÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q ÎÁ V ÓŒÑÚÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V^{bq}� V^∗ ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ v ∈V Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

^q(v) : w −→ ~q(w; v)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÅÊ. åÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ {e_i} ⊂ V , {x_i} ⊂ V^∗, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ^q ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ker ^q = { v ∈V | ~q(w; v) = 0 ∀ w ∈V }

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q. åÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ Sing Q^{def}= P(ker q) ⊂ P(V ) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ÉÌÉ ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ) ËŒÁÄÒÉËÉ Q. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Sing Q ⊂ Q .

2.2.1. ôåïòåíá. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q^′ = L ∩ Q Ó ÌÀÂÙÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë Sing Q ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L ⊂ P(V ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Œ L, É Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ^1 Q^′ É Sing Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ V = K ⊕ U, ÇÄÅ K = ker q É L = P(U). åÓÌÉ u∈U ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ q|_U , ÔÏ

~q(u; u^′) = 0 ∀ u^′ ∈U :

ôÏÇÄÁ ∀ v = u^{′′} + u^′ ∈ V Ó u^{′′} ∈ K u^′ ∈ U ÍÙ ÉÍÅÅÍ ~q(u; v) = ~q(u; u^{′′}) + ~q(u; u^′) = 0 Ô. Å. u ∈ ker q ∩ U = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|_U ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘ = P(W ), ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ Sing Q Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ p, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ Sing Q ÃÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ p, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q^′ É ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ÃÅÌÉËÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ dim(W ∩ K) = 1, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ É dim(W ∩ U) = 1, É ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ Œ W ÂÁÚÉÓ {p; u} Ó p ∈ K, u ∈ U. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q|_W Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ q(u), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÅ q(u) ≠ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ q|_W | ÜÔÏ ÄŒÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ p, Á ÕÓÌÏŒÉÅ q(u) = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u ∈ Q^′ É q|_W ≡ 0. □

2.2.2. óìåäóôœéå. ëŒÁÄÒÉËÁ Q ⊂ P_n ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÓŒÏÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ. □

2.3. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ‘, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ Q, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë Q Œ p , ÅÓÌÉ ‘ ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q ÃÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÐÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ p. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ Q Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ËŒÁÄÒÉËÅ Q Œ ÔÏÞËÅ p∈Q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pQ.

1Ô. Å. ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÁË Q^′, ÔÁË É Sing Q

2.3.1. ìåííá. ðÒÑÍÁÑ ‘ = (ab) ËÁÓÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ q(x) = 0, Œ ÔÏÞËÅ a∈Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~q(a; b) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‘ = P(U). íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q|_U ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ {a; b} ŒÉÄ � 0 ~q(a; b) ~q(b; a) ~q(b; b) � ; É det q|_U = 0 ⇐⇒ ~q(a; b) = ~q(b; a) = 0. □

2.3.2. óìåäóôœéå. œÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ b ∉ Q ËÏÎÔÕÒ ËŒÁÄÒÉËÉ^2 Q ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ËŒÁÄÒÉËÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Ann ^q(b) = {x | ~q(b; x) = 0}. □

2.3.3. óìåäóôœéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ a ∈ Q ⊂ P(V ) ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÙ:

p ∈ Sing Q ⇐⇒ T_pQ = P(V ) ÅÓÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⇐⇒ @q @x_i

(p) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i : □

2.3.4. óìåäóôœéå. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p ∈ Q ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ T_pQ = {x ∈ P_n | ~q(p; x) = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. □

2.4. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(V ) É P(V^∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ P_n É P^×_n , ËÏÇÄÁ ÐÒÉÒÏÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ ÄÒÕÇÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓ- ÓÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸ ∈ V^∗ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. ëÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ^q, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q, ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ P(V )^q� P(V^∗), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÐÏÌÑÒÉÔÅÔÏÍ) ËŒÁÄÒÉËÉ Q. ïÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p∈P_n Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L ⊂ P_n, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ~q(p; x) = 0. ôÏÞËÁ p É ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ É ÐÏÌÑÒÏÊ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Q. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅËÉ, ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ŒÙÓÅËÁÀÝÁÑ ŒÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÎÔÕÒ ËŒÁÄÒÉËÉ, Á ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞ- ËÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Q ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓŒÏÉÈ ÐÏÌÑÒÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ q , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ q ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ K. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÌÑÒÕ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÐÏÌÀÓ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ, Á ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÕÇ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ q, ÚÁ- ÄÁÀÝÉÅ ÐÕÓÔÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q. ïÄÎÁËÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ŒÓÅÇÄÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÐÏÌÑÒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ïÐÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ĂÍÎÉÍÏÊĄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 = −1.

2.4.1. ìåííá. äŒÁ ÐÏÌÑÒÉÔÅÔÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ n^∘ 1.9.1. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÐÏÌÑÒÉÔÅÔÙ ÎÁ P_n = P(V ) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P n(n+3)_2 = P(S^2V^∗) ËÌÁÓÓÏŒ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. äÏÐÕÓËÁÑ (ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËŒÁÄÒÉË.

2.4.2. óìåäóôœéå. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÄŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

2Ô. Å. çíô ËÁÓÁÎÉÑ Ó Q ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ Q ÉÚ b äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Q = Q^′. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë Sing Q = Sing Q^′ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÅ ÐÏÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙ- ÍÉ, Á ÔÏÇÄÁ ŒÓč ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ n^∘ 2.4.1. □

2.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÉË. ëŒÁÄÒÉËÉ ÎÁ P_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ËÏÎÉËÁÍÉ. ëÏÎÉËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÑÔÉÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_5 = P(S^2V^∗). îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÏÎÉËÉ: ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 1, ÉÌÉ ÄŒÏÊÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 = 0, É ŒÓÅ Åč ÔÏÞËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ; ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 2, ÉÌÉ ÒÁÓÐÁŒÛÁÑÓÑ ËÏÎÉËÁ, ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 + x^2_1 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ

x_0 = ±i x_1 ;

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ (0 : 0 : 1); ÎÁËÏÎÅÃ, ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 3, ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÏÎÉËÁ, ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 + x^2_1 + x^2 = 0 . äÒÕÇÏÊ ÕÄÏÂÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉËÁ œÅÒÏÎÅÚÅ C_2 ÉÚ ÕÐÒ. 1.14. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ

P_1 = P(U^∗)^⊂ � P_2 = P(S^2U^∗) ; ( dim U = 2 ) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ∈ U^∗ Œ ÅÅ ËŒÁÄÒÁÔ ^2 ∈ S^2U^∗ É ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ P_1 É ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÉËÁÍÉ ÎÁ P_1, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_2 ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_1 ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÏÎÉËÕ ó_2 = { q ∈ S^2U^∗ | det q = 0 } :

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ U^∗ ÂÁÚÉÓ (x_0; x_1), Á Œ S^2U^∗ | ÂÁÚÉÓ {x^2_0; 2 x_0x_1; x^2_1}, É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (x) = t_0x_0 + t_1x_1 É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ q(x) = q_0 x^2_0 + 2 q_1 x_0x_1 + q_2 x^2_1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ (t_0 : t_1) É (q_0 : q_1 : q_2) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ËÏÎÉËÁ œÅÒÏÎÅÚÅ C_2 ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ q_0q_2 − q^2_1 = 0 ;

Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ ÄÁÓÔ Åč ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ

(t_0 : t_1) −→ (q_0 : q_1 : q_2) = (t^2_0 : t_0t_1 : t^2_1) : (2-2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. óÒÁŒÎÉÔÅ ÜÔÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ÉÚ n^∘ 1.7.1.

2.4.4. ðòåäìïöåîéå. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÐÏ 2 d ÔÏÞËÁÍ, ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÏÎÉËÕ ÐÏ œÅÒÏÎÅÚÅ ËÁË Œ (2-2). ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ËÒÉŒÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(q) = 0, ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t = (t_0 : t_1), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(q(t)) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÂÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (ÓÌÅŒÁ ÓÔÏÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ), ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 2 d. □

2.4.5. ðòåäìïöåîéå. ëÁÖÄÙÅ 5 ÔÏÞÅË Œ P_2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÉÚ ÐÑÔÉ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, Á ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÅÝč É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ q(p) = 0 ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ q, ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p ∈ P_2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ P_5 = P(S^2V^∗). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ 5 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ P_5 ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. åÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ËÏÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÑÍÕÀ, É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ É ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ËÏÎÉËÁ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÐÏ n^∘ 2.4.4. □

2.4.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_3 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 9.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ 9 ÔÏÞÅË, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ.

14 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ïÓÏÂÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ P_3 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÓÕÔØ: ÄŒÏÊÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ x^2_0 = 0 (ÒÁÎÇ 1), ÒÁÓÐÁŒÛÁÑÓÑ ËŒÁÄÒÉËÁ x^2_0 + x^2_1 = 0 (ÒÁÎÇ 2), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ^3 x_0 = ±i x_1, É ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ^4 x^2_0 +x^2_1 +x^2 = 0 (ÒÁÎÇ 3). úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÔ ÔÒčÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ ËŒÁÄÒÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÕÐÒ. 2.6, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁ.

õÄÏÂÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_−, U_+ É 4 { ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W = Hom(U_−; U_+) ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_3 = P(W ) ÓÕÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U_−^F� U_+, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ,

ÉÌÉ ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P_1 = P(U_−)^{eF}� P(U_+) = P_1 . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1 (ÓÔÑÇÉŒÁÀÝÉÅ ŒÓÀ P(U_−) Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P(W ) ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ

Q_S = � F = � ¸_{00} ¸_{01} ¸_{10} ¸_{11} � � � det � ¸_{00} ¸_{01} ¸_{10} ¸_{11} � = ¸_{00}¸_{11} − ¸_{01}¸_{10} = 0 � : (2-3)

œÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÑÄÒÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒ v ∈ U_+ É ËÏŒÅËÔÏÒ ∈ U^∗_−, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ im (F ) ÎÁÔÑÎÕÔ ÎÁ v, Á ker(F ) = Ann ().

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ F (u) = (u) · v ∀ u∈U_− , É ŒÏÏÂÝÅ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ m × n-ÍÁÔÒÉÃÁ (a_{ij} ) ÒÁÎÇÁ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÓÏÔÙ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÓÔÒÏËÕ ÛÉÒÉÎÙ m, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ a_{ij} = _i”_j ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ (_i) É (”_j ).

2.4.7. ðòåäìïöåîéå. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ P(U^∗_−) × P(U_+)^{⊂ s}� P(Hom(U_−; U_+)) , ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÅÅ ÐÁÒÕ (¸; v) ∈ U^∗_− × U_+ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ⊗ v : u −→ ¸(u) v , ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ P_1 × P_1 ÎÁ Q_S É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ P_1 × v É ¸ × P_1 Œ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÎÁ Q_S . œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ, Á ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ Q_S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ. îÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÎÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÕÐÒ. 2.7.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ⊗ v, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ = (_0 : _1) ∈ U^∗_− É ŒÅËÔÏÒÕ v = (t_0 : t_1) ∈ U_+, ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ

⊗ v = � t_0 t_1 � · � 0 _1 � = � 0t_0 _1t_0 0t_1 _1t_1 � (2-4)

þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ, É ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

([ÓÔÒÏËÁ 1] : [ÓÔÒÏËÁ 2]) = (t_0 : t_1) ÉÌÉ ([ÓÔÏÌÂÅÃ 1] : [ÓÔÏÌÂÅÃ 2]) = (_0 : _1)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ W (Ô. Å. ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ Q_S ), ËÏÔÏÒÙÅ ËÁË ÒÁÚ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ P_1 × v É × P_1. éÚ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ÎÁ P_1 × P_1. þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ Q_S ÎÅÔ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ Q_S É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ∈ Q_S ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÉËÅ Q_S ∩ T_xQ_S . îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ p ÕÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ, ÜÔÁ ËÏÎÉËÁ ÒÁÓÐÁŒÛÁÑÓÑ, É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÊ ÐÁÒÏÊ ÐÒÑÍÙÈ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ⊗ v Ó ∈ U^∗_−, u ∈ U_+ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(U_−; U_+) É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒčÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ∈ Hom(U_−; U_+): (1) F ∈ T_{¸⊗v}Q_S ; (2) F (Ann ()) ⊂ k · v ; (3) F = ⊗ w + ” ⊗ v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ” ∈ U^∗_−, w ∈ U_+ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ P(U_−)^{eF}� P(U_+) ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ F ∈ Hom(U_−; U_+), ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ p = P(Ann ()) ∈

3ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ_4

Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÏÊ Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

P(U_−) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ: ÐÒÏŒÅÄčÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ı ÞÅÒÅÚ F É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ L^′ = × P(U_+) ⊂ Q_S . ïÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ ÐÏ ÒÁÓÐÁŒÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÅ: ı ∩ Q_S = L^′ ∩ L^{′′}, ÇÄÅ L^{′′} = P(U^∗_−) × v ⊂ Q_S | ÐÒÑÍÁÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ F (p) = v.

2.4.8. óìåäóôœéå. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ (É ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁÑ) ËŒÁÄÒÉËÁ, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ 3 ÄÁÎÎÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3. ïÎÁ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ŒÓÅÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁ- ÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÊ ÄŒÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. œÓÅ ÔÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ, É ÎÁÏ- ÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ, ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ (ÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Åč ÐÏ ÔÒčÍ ÔÏÞËÁÍ) É ÂÙÔØ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ 4 ÄÁÎÎÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ Á) P(C^4) Â) A(C^4) Œ^*) P(R^4) Ç^*) A(R^4) (ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁ- ËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ Ë ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑÍ ÞÅÔÙÒčÈ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ĂÍÅÔÏÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÓÔĄ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÉ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒčÈ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÞÅÔŒčÒÔÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

2.5. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ. îÁÌÉÞÉÅ ÄŒÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Œ P_3 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Q_n ⊂ P_n = P(V ) É ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ ÎÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L = P(W ) ⊂ Q_n.

2.5.1. ðòåäìïöåîéå. dim L � [(n − 1)=2], ÇÄÅ [ ∗ ] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Q_n ÚÁÄÁÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q Ó ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ~q É ËÏÒÒÅÌÑÃÉÅÊ

^q : v −→ ~q(v; ∗) ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Q_n ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. ôÏÇÄÁ

L ⊂ Q_n ⇐⇒ ~q(w_1; w_2) = 0 ∀ w_1; w_2 ∈ W ⇐⇒ ^q(W ) ⊂ Ann (W ) = { ∈V^∗ | (w) = 0 ∀ w ∈W } ;

É dim W � dim Ann W = dim V − dim W . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, dim W � [(dim V )=2] É

dim L = dim W − 1 � [(dim V )=2] − 1 = [(n − 1)=2] : □ 2.5.2. ìåííá. åÓÌÉ ËŒÁÄÒÉËÁ Q_n ⊂ P_n ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ⊂ P_n

rk (H ∩ Q_n) � (n − 1) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H = P(W ). ôÏÇÄÁ dim ker (q|_W ) = dim � W ∩ ^q^{−1}(Ann W ) � � dim ^q^{−1}(Ann W ) = dim Ann W = dim W − 1. □

2.5.3. ìåííá. åÓÌÉ ËŒÁÄÒÉËÁ Q_n ⊂ P_n ÎÅÏÓÏÂÁ É x∈Q_n, ÔÏ Q_n ∩ T_xQ_n ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ x ÎÁÄ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ Q_{n−2} Œ (n−2)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë {x} ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ T_xQ_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ T_xQ = P(ker ~q(x; ∗)) É ~q(x; x) = q(x) = 0, ŒÅËÔÏÒ x ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q ÎÁ T_xQ, Á ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÜÔÏ ÑÄÒÏ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. □

2.5.4. ðòåäìïöåîéå. ðÕÓÔØ d_n = [(n − 1)=2] | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_n ⊂ P_n. ôÏÇÄÁ d_n-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊂ Q_n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ Q_n, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ (d_n − 1)- ÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ Œ Q_{n−2}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H ⊂ T_xQ \ {x} É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Q_n ∩T_xQ_n ËÁË ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÙÊ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ x É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ

ËŒÁÄÒÉËÕ Q_{n−2} ⊂ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ L ⊂ Q_n, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ x, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ Q_n ∩ T_xQ_n, ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ x É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (d_n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^′ ⊂ Q_{n−2}. □ îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ Q_1 É Q_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ 0-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ, Q_3 É Q_4, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ Q_3 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÁÒÅ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x É ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÉËÉ Q_1 ⊂ T_xQ_3 \ {x}, Á ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ Q_4 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ 1-ÍÅÒÎÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ Q_2 ⊂ T_xQ_4\{x}. äÁÌÅÅ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q_5 ⊂ P_5 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 3-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Q_5 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÁ 1-ÍÅÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x: ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ Q_3 ⊂ T_xQ_5 \ {x}, Ô. Å. ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.