§1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÉÚ ÍÉÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: ŒÅËÔÏÒÙ | ÜÔÏ ĂÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁĄ. óÏ ŒÓÑËÉÍ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ | ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ É ÄŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÁÆÆÉÎÎÏÅ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ ËÁÒÔÉÎËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÔÏÞÅË.

1.1. áÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ. œÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ V � k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÉÌÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë V , É Ó ËÁÖÄÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ

(e_1; e_2; : : : ; e_n) ⊂ V

ÓŒÑÚÁÎ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ^1

(x_1; x_2; : : : ; x_n) ⊂ V^∗

ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ S^dV^∗ ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ôÏÇÄÁ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] = � d⩾0 S^dV^∗ ;

ÐÒÉÞčÍ S^rV^∗ · S^sV^∗ ⊂ S^{r+s}V^∗, Ô. Å. k[x_1; x_2; : : : ; x_n] | ÜÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎ- ÔÁÍÉ S^dV^∗. éÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ

k[x_1; x_2; : : : ; x_n]^ff� {ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V � k} ; (1-1)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x_1; x_2; : : : ; x_n) Œ ÆÕÎËÃÉÀ

p = (p_1; p_2; : : : ; p_n) −→ f(p) = f(p_1; p_2; : : : ; p_n) :

ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ff(S^dV^∗) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ V .

1.1.1. ìåííá. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (1-1) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ^2ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ k ËÏÎÅÞÎÏÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q^{qn} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ker ff ≠ 0. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ deg f ËÏÒÎÅÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}] :

f(x_1; x_2; : : : ; x_n) = d� ˚=0 ’_˚ (x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}) · x^{d−˚}_n :

œÙÞÉÓÌÑÑ ’_˚ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (p_1; p_2; : : : ; p_{n−1}) ∈ k^{n−1}, ÍÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_n Ó ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ. éÔÁË, ŒÓÅ ’_˚ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ) É ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. □

1ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ xi(ei) = 1, É xi(ej ) = 0 ÐÒÉ i ≠ j 2Ô. Å. ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V

1.2. áÆÆÉÎÉÚÁÃÉÑ A^n = A(V ) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏÞ- ËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V . ôÏÞËÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ O. œÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ËÏÎÃÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ĂÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏŒĄ, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^0 = A( −→ 0 ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ A(V ) ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, Ô. Å. ÆÉÇÕÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

¸(x) = ¸_1x_1 + ¸_2x_2 + · · · + ¸_nx_n = c (1-2)

ÇÄÅ ¸ = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) ∈ V^∗ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, É c ∈ k | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ôÁËÁÑ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÓÄŒÉÇÏÍ ÔÏÞÅË, ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ann (¸) ⊂ V , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

¸(x) = ¸_1x_1 + ¸_2x_2 + · · · + ¸_nx_n = 0

ÎÁ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v Ó ¸(v) = c (Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (1-2)).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_i(x) = c_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÉÇÕÒÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÓÄŒÉÇÏÍ ÔÏÞÅË ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � i Ann (f_i) ⊂ V (1-3)

(ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ, Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ŒÓÅÇÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ O) ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅËÔÏÒ v, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f_i(v) = c_i (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÅÔ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÕÓÔÏ). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (1-3) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ F ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ f_i Œ V^∗ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim V − dim F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ k + 1 ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ k-ÍÅÒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ A(V ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ËÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÑÍÕÀ.

ðÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏ-

O

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ U∞

ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U

•

• •

•

òÉÓ. 1⋄1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÉÒ.

ÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ, ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ É Ô. Ð. ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ É Ô. Ð.

1.3. ðÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ P_n = P(V ) (n+1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÐÒÑÍÙÅ Œ A^{n+1} = A(V ), ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. þÔÏÂÙ ŒÉÄÅÔØ ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ ÎÁ- ÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÅ ËÁË ĂÏÂÙÞÎÙÅ ÔÏÞËÉĄ, ŒÎÕÔÒØ A(V ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÜËÒÁÎ | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ U ⊂ A(V ) ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 1⋄1. ìÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÜËÒÁÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ P_n ÃÅÌÉËÏÍ: ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ U_∞^{def}= P_n \ U ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ U, É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ

ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó P_{n−1} ⊂ P(V ). ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P_n ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ĂÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÌÅÔÏËĄ:

P_n = U ⊔ U_∞ = A^n ⊔ P_{n−1} = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ P_{n−2} = · · · = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ : : : ⊔ A^0 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ?

1.4. çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e_0; e_1; : : : ; e_n. äŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ

v = (x_0; x_1; : : : ; x_n) ; w = (y_0; y_1; : : : ; y_n)

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ p ∈ P_n, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: ŒÓÅ x_˚ = ˘ y_˚ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ≠ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÅ p ∈ P_n ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÓÁÍ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÏÒ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (x_0 : x_1 : : : : : x_n), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ p Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_0; e_1; : : : ; e_n} ⊂ V . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] ÕÖÅ ÎÅ ÚÁÄÁčÔ ÎÉËÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ P_n. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ S^d(V^∗) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÎÕÌÅÊ

V (f)^{def}= { v ∈ V | f(v) = 0 }

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ P(V ), ÐÏÓËÏÌØËÕ

f(v) = 0 ⇐⇒ f(˘v) = ˘^d f(v) = 0 :

ôÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2_0 + x^2_1 = x^2 ÚÁÄÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ C ⊂ P_2, ËÏÔÏÒÁÑ (ÅÓÌÉ char (k) ≠ 2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÏÊ.

1.5. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_n = P(V ) ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ

U_¸ = {(x_0; x_1; : : : ; x_n) ∈ A(V ) | ¸(x) = 1} ;

ÇÄÅ ¸ ∈ V^∗. ìÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ∈ V^∗, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ U_¸ ÌÉÎÅÊÎÏ

x2

x0 x1 •

òÉÓ. 1⋄2. ëÏÎÕÓ.

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ^3, ÚÁÄÁÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙ U_¸. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ p = (x_0 : x_1 : : : : : x_n), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ŒÅËÔÏÒ v = p=¸(p) ∈ U_¸, Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_˚ ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ. ðÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i(p) = ¸_i(v) = ¸_i(p)=¸(p) (ÇÄÅ 1 � i � n) ÚÁŒÉÓÑÔ ËÁË ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ U_¸, ÔÁË É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ¸_i É ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÔÏÞËÉ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ¸(p) ≠ 0. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÂÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ : Ă¸(p) → 0Ą É Ăx_i(p) → ∞ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ iĄ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ p ÕÂÅÇÁÅÔ Ó U_¸ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÓÔØ U_{¸;∞} = P_n \ U_¸ = {(x_0; x_1; : : : ; x_n) ∈ A(V ) | ¸(x) = 0}.

1.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏ- ÎÉËÕ x^2_0 + x^2_1 = x^2 (1-4)

ÎÁÄ k = R Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ. œ U_{x0} , ÇÄÅ x_0 = 1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t_1 = x_1|_{Ux0} = x_1=x_0 É t_2 = x_2|_{Ux0} = x_2=x_0 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1-4) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ t^2 − t^2_1 = 1. œ ËÁÒÔÅ U_{x2} , ÇÄÅ x_2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ t_0 = x_0|_{Ux2} = x_0=x_2, t_1 = x_1|_{Ux2} = x_1=x_2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ t^2_0 + t^2_1 = 1. îÁËÏÎÅÃ, Œ ËÁÒÔÅ U_{x2−x1} , ÇÄÅ x_2 = 1 + x_1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ

3ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ n + 1 ÆÏÒÍ ¸;¸1; ¸2; : : : ; ¸n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗

6 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t = x_0|_{Ux2−x1} = x_0=(x_2 − x_1) , u = (x_2 + x_1)|_{Ux2 −x1} = (x_2 + x_1)=(x_2 − x_1) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ u = t^2 (ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ x^2_1 Œ (1-4) ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÐÏÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x_2 − x_1)^2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. áÆÆÉÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ x^2_0 + x^2_1 = x^2 Œ A^3 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 1⋄2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ 3-È ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ É Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÏÎÕÓÏÍ.

1.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ P_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ U_˚ = U_{x˚} , ÚÁ- ÄÁŒÁÅÍÙÈ Œ A^{n+1} ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ {x_˚ = 1}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ = 0; 1; : : : ; n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U_˚ ÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍ

t^{(˚)}_i = x_i|_{U˚} = x_i x_˚

Ó 0 � i � n ; i ≠ ˚ :

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n + 1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÐÉÊ U_0; U_1; : : : ; U_n ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A^n ÐÏ ÉÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍ ŒÎÕÔÒÉ P_n. œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ P_n ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U_¯ ∩ U_˚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_¯ É x_˚ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U_¯ É U_˚ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁÍÉ t^{(¯)}_˚ ≠ 0 É t^{(˚)}_¯ ≠ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ t^{(¯)} ∈ U_¯ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ t^{(˚)} ∈ U_˚ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ t^{(¯)}˚ = 1=t^{(˚)}¯ É t^{(¯)}_i = t^{(˚)}_i =t^{(˚)}¯ ÄÌÑ i ≠ ¯; ˚. ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t^{(˚)} Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t^{(¯)}. îÁÐÒÉÍÅÒ, P_1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÇÏÔÏŒÌÅÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÏÐÉÊ A^1 ÐÕÔÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ≠ 0 ÔÏÞËÉ t ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Ó ÔÏÞËÏÊ 1=t ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6∗. åÓÌÉ ŒÙ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7∗. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP_1, RP_2 É RP_3 ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1, ÌÅÎÔÅ íčÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ËÒÕÇÏÍ ÇÒÁÎÉÃÅÊ^4, É ÇÒÕÐÐÅ SO(3; R) ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8∗. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ CP_1 ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2.

1.5.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ A^n | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ~X ⊂ P_n, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒ- ÔÏÊ U_0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó X. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë X ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ŒÓÅÍ ÅÇÏ ÁÓÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ~X ⊂ P_n ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ~f_˚ (x_0; x_1; : : : ; x_n) = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

f_˚ (t_1; t_2; : : : ; t_n) = 0 ;

ÚÁÄÁÀÝÉÈ X ⊂ A^n, ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ t^{m1}_1 · · · t^{mn}_n ÎÁ ÍÏÎÏÍ^5 x^{deg f˚ −} P m_i

0 x^{m1}_1 · · · x^{mn}_n ÓÔÅÐÅÎÉ deg f_˚ .

îÁÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ t_1 = t^3_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ

x^2_0x_1 = x^3_2 ;

ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÐÁÒÁÂÏÌÕ t^2_0 = t^3_2, ÉÍÅÀÝÕÀ ËÁ- ÓÐÉÄÁÌØÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ^6 Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

1.6. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅ- ÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ìÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L = P(W ) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ⊂ V . ðÏÓËÏÌØËÕ codim_{P(V )}P(W ) = codim_V W , ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_1 É L_2 Ó codimL_1 + codimL_2 � n ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L_1 ∩ L_2 ≠ ∅. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_2 ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ^7. äŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_1 É L_2 Œ P_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ, ÅÓÌÉ

L_1 ∩ L_2 = ∅ É dim L_1 + dim L_2 = n − 1 :

4ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÌÅÎÔÙ íčÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÒÕÇÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 5ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ˚-ÔÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ti = xi=x0 É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ x^{deg f˚}_0 6Ô. Å. ĂÏÓÔÒÉčĄ ÉÌÉ ĂÔÏÞËÕ ŒÏÚŒÒÁÔÁĄ 7Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ A^3 ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ 3-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P(U) É P(W ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Œ P(V ) , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ V = U ⊕ W .

1.6.1. ìåííá. åÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_1; L_2 ⊂ P(V ) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ P(V ) \ (L_1 ∪ L_2) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ V = U_1 ⊕U_2, ÇÄÅ P(U_i) = L_i, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ v = u_1 + u_2 Ó u_i ∈ U_i. åÓÌÉ v ∉ U_1 ∪ U_2, ÔÏ É u_1 É u_2 ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ v É ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÏÂÅÉÍÉ U_i. □

1.7. ðÒÏÅËÃÉÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L_1; L_2 ⊂ P_n ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ L_2

• p = (1 : 0 : 1) (0 : 0 : 1)

Q

q(t^′) x0

t^′ x1

q(t) t

‘

•

•

• • •

òÉÓ. 1⋄3. ðÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ.

Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ L_1: ß^{L1}_{L2} : (P_n \ L_1) � L_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ q ∈ L_2 Œ ÓÅÂÑ, Á ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞ- ËÕ p ∈ P_n \ (L_1 ⊔ L_2) | Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ‘ ∩ L_2, ÇÄÅ ‘ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ L_1 É L_2, ËÁË Œ n^∘ 1.6.1. œ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ L_1 ÉÍÅ- ÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0 : x_1 : : : : : x_m) É L_2 ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ (x_{m+1} : x_{m+2} : : : : : x_n), ÐÒÏÅËÃÉÑ ß^{L1}_{L2} ÐÒÏÓÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔ ÐÅÒŒÙÅ (m + 1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_˚ Ó 0 � ˚ � m.

1.7.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ß^p_L : Q � L ËÏÎÉËÉ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 + x^2_1 = x^2 , ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ L, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0 = 0 , ÉÚ ÔÏÞËÉ p = (1 : 0 : 1) ∈ Q . œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_2, ÇÄÅ x_2 = 1, ŒÓč ÜÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 1⋄3. ôÁËÁÑ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ L É Q: ËÁÖÄÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÁÑ ‘(t) = (pt), ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅ- ÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ^8, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÅÝč ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ q = q(t), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p, É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (q_0 : q_1 : q_2) ∈ Q É (0 : t_1 : t_2) ∈ L ÓÕÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ:

(t_1 : t_2) = ( q_1 : (q_2 − q_0) ) (q_0 : q_1 : q_2) = ( (t^2_1 − t^2) : 2 t_1t_2 : (t^2_1 + t^2) )

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙÈ ÔÒÏÅË^9 (q_0 : q_1 : q_2), ËÏÇÄÁ (t_1 : t_2) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ Z × Z.

1.8. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U Œ m-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÞÅÒÅÚ Hom_k(U; W ), Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ m ÓÔÒÏË, n ÓÔÏÌÂÃÏŒ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k | ÞÅÒÅÚ Mat_{m×n}(k). ëÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ {u_1; u_2; : : : ; u_n} ⊂ U É {w_1; w_2; : : : ; w_m} ⊂ W ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(U; W )^∼� Mat_{m×n}(k) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^ff � W Œ ÍÁÔÒÉÃÕ A = (a_{ij} ), j-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ ff(u_j ) ∈ W Œ ÂÁÚÉÓÅ {w_1; w_2; : : : ; w_m}, Ô. Å. Œ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ,

(ff(u_1); ff(u_2); : : : ; ff(u_n)) = (w_1; w_2; : : : ; w_m) · A :

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ^tx,^ty ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÓÔÏÌÂÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÓÔÒÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ u = � x_iu_i ∈ U É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ff(u) = � y_iw_i ∈ W , ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

(w_1; w_2; : : : ; w_m) ·^tz = ff(u) = ff((u_1; u_2; : : : ; u_n) ·^ty) = = (ff(u_1); ff(u_2); : : : ; ff(u_n)) ·^ty = (w_1; w_2; : : : ; w_m) · ( A^ty )

8ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x0 = x2, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ‘ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ t = (0 : 1 : 0) É ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ p = q(∞)

9Ô. Å. ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ q^2_0 + q^2_1 = q^2

8 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÏÔËÕÄÁ^tz = A^ty.

1.9. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dim U = dim W = (n + 1). ìÀ- ÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^F� W ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ P(U)^F� P(W ), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

1.9.1. ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ {p_0; p_1; : : : ; p_{n+1}} ∈ P(U) É {q_0; q_1; : : : ; q_{n+1}} ∈ P(W ) ÉÚ (n+2) ÔÏÞÅË, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ (n+1) ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ^{10}, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^F� W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (p_i) = q_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_i É w_i, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ p_i É q_i, É ŒÏÚØÍčÍ {u_0; u_1; : : : ; u_n} É {w_0; w_1; : : : ; w_n} Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ U É W . ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ u_{n+1} = (x_0; x_1; : : : ; x_n) Œ ÂÁÚÉÓÅ {u_i}, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ w_{n+1} = (y_0; y_1; : : : ; y_n) Œ ÂÁÚÉÓÅ {w_i} ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. õÓÌÏŒÉÅ F (p_i) = q_i ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (u_i) = ˘_iw_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ˘_i ∈ k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ F Œ ÂÁÚÉÓÁÈ {u_i} É {w_i} ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, É Åč ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (˘_0; ˘_1; : : : ; ˘_n) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑÍ y_i = ˘_{n+1}˘_i · x_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 � i � n. üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÙÅ x_i, y_i ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ˘_i = ˘^{−1}_{n+1} · (y_i=x_i). □

1.9.2. óìåäóôœéå. äŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1, ‘_2 É ÔÏÞËÕ p ∉ ‘_1 ∪ ‘_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ p ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ‘_1^{flp}� ‘_2.

1.10. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. œÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V � V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(V ). ïÎÁ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁ P(V ), É ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 1.9.1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ H ⊂ GL(V ), Á ÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(V ). ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PGL(V ) = GL(V )=H. æÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÂÁÚÉÓ {e_0; e_1; : : : ; e_n} ⊂ V , ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ GL(V ) Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ GL_{n+1}(k) ⊂ Mat_{n+1}(k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ {˘E}, É PGL(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ PGL_{n+1}(k)^{def}= GL_{n+1}(k)={ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ˘ E} :

1.10.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ. çÒÕÐÐÁ PGL_2(k) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ A = � a b c d � Ó ad − bc ≠ 0. ïÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ P_1 ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x_0 : x_1)^A−→ ( (ax_0 + bx_1) : (cx_0 + dx_1) ) ;

œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0 ≃ A^1 Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x_1=x_0, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

t −→ dt + c bt + a

(1-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÒčÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p, q, r ÑŒÎÏ ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (1-5), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A(p) = 0, A(q) = 1, É A(r) = ∞.

1.10.2. ìåííá. åÓÌÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ

’ : P_1 \ {ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ}^∼� P_1 \ {ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ} ;

10Ô. Å. ÌÀÂÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ

ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x_0 : x_1) −→ (f_0(x_0; x_1) : f_1(x_0; x_1)) , Œ ËÏÔÏÒÏÊ f_1, f_2 ÓÕÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ^{11}, ÔÏ ’ ∈ PGL_2(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

õŒÅÌÉÞÉŒÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ŒÙËÉÎÕÔÙÅ ÉÚ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ f_i ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ, ÚÁÔÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, É ÓÞÉÔÁÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ f_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ # = (#_0 : #_1) ∈ P_1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

#_1 · f_0(x_0; x_1) − #_0 · f_1(x_0; x_1) = 0 (1-6)

ÉÍÅÅÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, Ô. Å. ÅÇÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ # ÞÉÓÔÏÊ d-Ê ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÔ (x_0 : x_1). œÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ (x_0 : x_1), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ P_d = P(S^dU^∗) (ÇÄÅ U | ÜÔÏ 2-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P_1). ëÏÇÄÁ # ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ P_1, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (1-6) ÒÉÓÕÅÔ Œ ÜÔÏÍ P_d ÐÒÑÍÕÀ (f_0; f_1). íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÐÒÉ d � 2 ÞÉÓÔÙÅ d-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ P_d ÓËÒÕÞÅÎÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ^{12} C_d ⊂ P_d ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ P_1 = P (U^∗)^{vd}� P_d = P � S^d(U^∗) � , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ’ ∈ U^∗ Œ ÅÅ d-À ÓÔÅÐÅÎØ ’^d ∈ S^d(U^∗). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ d ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÐÒÉ k = 2; 3; : : : ; d ÎÉËÁËÉÅ (k + 1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ C_d ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. õËÁÚÁÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ’ ∈ U^∗ ËÁË ff0x0 + ff1x1, Á f ∈ S^d(U^∗) | ËÁË P ˚ a˚ ·

`_d ˚ ´ x^{d−˚}_0 x^˚_1 , É ÉÓÐÏÌØÚÏ-

ŒÁÔØ (ff0 : ff1) É (a0 : a1 : : : : : a_d) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P1 É ÎÁ P_d ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ Ó (d−1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ P A˚ a˚ = 0, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ (ff0 : ff1), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ P A˚ · ff^{d−˚}_0 ff^˚_1 = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ d.

éÔÁË, ÐÒÉ d � 2 ËÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÐÏ ÄŒÕÍ ÔÏÞËÁÍ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, d = 1 É ’ ∈ PGL_2(k). □

11Ô. Å. ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ 12ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ