îíõ, ìÉÎÅÊÎÁÑ áÌÇÅÂÒÁ É çÅÏÍÅÔÒÉÑ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ 17.09.2006

ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ

ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎËÉ ĂÏÔÌÉÞÎÏĄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÂÒÁÔØ 71 ÂÁÌÌ

úÁÄÁÞÁ 1 (10 ÂÁÌÌÏŒ). åÓÔØ ÌÉ Œ Mat_n(C) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n + 1), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ?

úÁÄÁÞÁ 2. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S^2V^∗ ŒÓÅÈ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Q ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V = R^n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ det Q = 0 (Ô. Å. ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) (10 ÂÁÌÌÏŒ) ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ Q, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ rk Q = n − 1, ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÇÌÁÄËÁÑ (Ô. Å.

Œ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ grad det Q ≠ 0)?

Â) (10 ÂÁÌÌÏŒ) ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë S Œ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ Q ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ Q?

úÁÄÁÞÁ 3 (10 ÂÁÌÌÏŒ). ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ A + tB ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ t. œÙÔÅËÁÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ B ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ?

úÁÄÁÞÁ 4 (10 ÂÁÌÌÏŒ). ëÁËÏŒÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A −→ tr (A^2) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ n × n-ÍÁÔÒÉÃ?

úÁÄÁÞÁ 5. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ C^n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. äÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ n × n-ÍÁÔÒÉ- ÃÙ A É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ r-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊂ C^n ÐÏÌÏÖÉÍ R_L(A) =^r ∑ i=1 (Ae_i; e_i), ÇÄÅ e_1; e_2; : : : ; e_r ∈ L | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ L.

Á) (10 ÂÁÌÌÏŒ) úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ R_L(A) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ L? Â) (10 ÂÁÌÌÏŒ) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ff_1 ¿ ff_2 ¿ · · · ¿ ff_n :

þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ max_L R_L(A) ÐÏ ŒÓÅÍ r-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ L ⊂ C^n ? úÁÄÁÞÁ 6 (10 ÂÁÌÌÏŒ). äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

V^{⊗n F ⊗n} � V^{⊗n}

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F^{⊗n}(v_1 ⊗ · · · v_n) = F (v_1) ⊗ · · · ⊗ F (v_n). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F_1; F_2; : : : ; F_N ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÎÓÔÁÎÔ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_N ∈ k, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ⩾ 1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ N∑ ˚=1 ˘_˚ F^{⊗n}_˚ : V^{⊗n} � V^{⊗n} ÎÕÌÅŒÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 7. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_i É ¸_i ËÌÁÓÓ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ e_i Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ~^{k+1}V ⊗ S^{m−1}V �^d ~^kV ⊗ S^mV^@� ~^{k−1}V ⊗ S^{m+1}V ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ d^{def}= ∑ ¸_˚ ⊗^@_{@x˚} É @^{def}=

∑_@

@¸_˚ ⊗ x˚ .

Á) (10 ÂÁÌÌÏŒ) úÁŒÉÓÑÔ ÌÉ d É @ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ? Â) (10 ÂÁÌÌÏŒ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ d@ + @d.