5 2: Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. 21

x5. Őćěźěśšćńěŋĺě ĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. Łćăšěřŋĺő- ŋż. 5.1. Őćěźěśšćńěŋĺě.

Ŕşśšĳ V | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď C . Řăśśňőšřĺň ŋőćżľ őąžěłš VR, łőšőřżľ łăł ňŋőęěśšćő śőćŕăďăěš ś V šőńĳłő şňŋőęăšĳ ćěłšőřż ňż ąşďěň ŋě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă, ă šőńĳłő ŋă ćěźěśšćěŋŋżě.

5.1.1. Ŕőłăęĺšě, ůšő VRąşďěš ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď R. VRŋăğżćăěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V .

5.1.2. Řăśśňőšřĺň C łăł őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V . Ćżŕĺÿĺšě ć £ćŋőň ćĺďě ąăğĺś ĺ ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă VR.

5.1.3. Ůěňş řăćŋă ć őąźěň śńşůăě řăğňěřŋőśšĳ dimRVRďń£ ŋěłőšőřőčő V ? Łăł ŋăľšĺ ąăğĺś? 5.1.4. Ŕşśšĳ ďăŋő ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě z : C → C (ć śňżśńě łőňŕńěłśŋżţ őďŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć) | şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z = a + ib. Őŋő ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě zR : C R → C R. Ąşďěš ńĺ ¡šő őšőąřăęěŋĺě ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć? Łăłőľ ćĺď ąşďěš ĺňěšĳ ěčő ňăšřĺűă ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě?

5.1.5. Őąőąźĺň řěğşńĳšăš ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŋă ňŋőčőňěřŋżľ śńşůăľ. Ŕşśšĳ f : C^n → C^n .

Řăśśňőšřĺň fR : C^nR → C^nR. Ďőłăęĺšě, ůšő fR | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ŋăľďĺšě ěčő ňăšřĺűş ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě.

5.1.6. Ŕşśšĳ A : C^n → C^n | ńĺŋľěŋżľ őŕěřăšőř. Ŋăľďĺšě det AR.

5.1.7. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ őŕżšőň, ŋăłőŕńěŋŋżň ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ŕřěďżďşźĺţ ğăďăů, ŋăľďĺšě ść£ğĳ ŕőńŋżţ ńĺŋěľŋżţ čřşŕŕ GL(n, C ) ĺ GL(n, R). Śşźěśšćşěš ńĺ šőůŋőě ćńőęěŋĺě ś śőţřăŋěŋĺěň őŕěřăűĺľ őďŋőľ ć ďřşčş¿?

Ĺšăł, ňż ŋăşůĺńĺśĳ ĺğ łőňŕńěłśŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ďěńăšĳ ćěźěśšćěŋŋżě. Ă ćőğňőęŋő ńĺ őąřăšŋőě? Ćőğňőęŋő ńĺ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă śďěńăšĳ łőňŕńěłśŋőě, šő ěśšĳ ŋăşůĺšĳ ćěłšőřż ŋěłőšőřőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V şňŋőęăšĳś£ ŋě šőńĳłő ŋă ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă, ŋő ĺ ŋă łőňŕńěłśŋżě? Őšćěšőň ŋă ¡šőš ćőŕřőś śńşęĺš śńěďş¿źĺľ űĺłń ğăďăů. 5.2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ šăłőľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, łőšőřżľ ć łćăďřăšě řăćěŋ ňĺŋşś šőęďěśšćěŋŋőňş:

J^2 =−id_V .

5.2.8. Ćś£łőě ńĺ ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őąńăďăěš łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ? Ěśńĺ | ďă, šő ŕőśšřőľšě ěě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ěśńĺ ŋěš | ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř.

Ŕşśšĳ ŋěłőšőřőě ŕřőśšřăŋśšćő V őąńăďăěš łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ J. Ććěďěň şňŋőęěŋĺě ć V ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕő ŕřăćĺńş (a + ib)v = av + bJ(v). 5.2.9. Ďőłăęĺšě, ůšő şňŋőęěŋĺě őŕřěďěńěŋő łőřřěłšŋő ĺ ůšő šăłĺň őąřăğőň V śšăŋőćĺšś£ ŋăśšő£źĺň łőňŕńěłśŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.(Őąőğŋăůĺň ěčő VC ).

5.2.10. Ćżůĺśńĺšě dimC VC .

5.2.11. Šăł łăł ŕőśšřőěŋŋőě Ćăňĺ VC ňőęěš ążšĳ őćěźěśšćńěŋő, ŕřőďěńăľšě ¡šő şęě ğŋăłőňőě Ćăň ďěľśšćĺě. Ůěňş ŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő (VC )R?

5.2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋěłőšőřőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V őąńăďăěš łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ J, šő ćěźěśšćěŋŋă£ řăğňěřŋőśšĳ V | ůěšŋă ĺ ňăšřĺűă J ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď` 0 −E_k E_k 0

´_,

čďě E_k | ¡šő ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă k × k.

Ĺğ ŕőśńěďŋěľ ğăďăůĺ ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ňż ţőšĺň "őłőňŕńěłśĺšĳ" ŕřőĺğćőńĳŋőě ćěźěśšćěŋŋőě V , šő ňż ďőńęŋż śŋăůăńă ěčő "őšůěšŋőňěřĺšĳ", ă ŕőšőň ćżąřăšĳ ŋěłőšőřżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň J ąşďěš ĺňěšĳ łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď. (Ćżąőř J őąşśńőćńěŋ ć šőůŋőśšĺ ćżąőřőň ąăğĺśă.) Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő V ććěďěň ŋă V ⊕ V łőňŕńěłśŋş¿ śšřşłšłřş Y : Y (v_1, v_2) = (−v_2, v_1). Őŕřěďěńěŋĺě. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ V C ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕřőśšřăŋśšćő (V ⊕ V )C

5.2.13. Ěśšěśšćěŋŋő šőčďă ŕřěďśšăćń£šĳ V C ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż V ⊕ iV . Ąşďěš ńĺ ¡šă śşňňă ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ ŋăď R? ŋăď C ?

5.2.14. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăľďĺšě łăłőľ-ŋĺąşďĳ ąăğĺś V C ĺ ŕőďśůĺšăľšě řăğňěřŋőśšĳ dimC V C .

Ŕşśšĳ A : V → V | ćěźěśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř. Őŕřěďěńĺň AC : V C → V C ťőřňşńőľ

AC_{(v1, v2) = (A(v1), A(v2)).}

5.2.15. Ąşďěš ńĺ AC łőňŕńěłśŋżň ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň? Łăłőľ ćĺď ąşďěš ĺňěšĳ ňăšřĺűă

AC_{ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě? Ćżůĺśńĺšě det A}C_.

5.2.16. Ůěňş ĺğőňőřťŋő (V C )R?

Őŕřěďěńěŋĺě. Śőŕř£ęěŋŋżň ł łőňŕńěłśŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş V ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćő —V , śőćŕăďă¿źěě ś V łăł ňŋőęěśšćő ś šěň ęě śńőęěŋĺěň ćěłšőřőć, ŋő ś "śőŕř£ęěŋŋżň" şňŋőęěŋĺěň: (z · v) —_V = (—z · v)_V

5.2.17. Ďőłăęĺšě, ůšő —V | łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. 5.2.18. (Šřşďŋă£.) Ůěňş ĺğőňőřťŋő (VR)C ?

5.2.19. (Šřşďŋă£.) Ŋăľďĺšě ść£ğĳ ňěęďş čřşŕŕăňĺ Sp | śĺňŕńěłšĺůěśłĺţ ňăšřĺű ĺ U | şŋĺšăřŋżţ.

5.3. Şďćőěŋĺě.

Ćśěčďă ĺŋšěřěśŋő ŕőńşůăšĳ ŋőćżě őąžěłšż ĺğ śšăřżţ, łőšőřżě şęě ĺğşůěŋż ĺ ŕőďŋăďőěńĺ. Ł ŕřĺňěřş, łőńĳşă, ĺğćěśšŋżě ŋăň ĺ ĺğşůěŋŋżě ŋăňĺ, śőśšăćń£¿š ŋěćěńĺłĺľ ŋăąőř. Űěńżě ůĺśńă, ŕőń£, ňŋőčőůńěŋż , ňăšřĺűż | ćőš, ŕőęăńşľ ĺ ćśě. Őďŋăłő śşźěśšćşěš ĺŋšěřěśŋżľ ňěšőď ŕőńşůăšĳ ŋőćżě łőńĳűă ďń£ ĺğşůěŋĺ£. Ŋő śŋăůăńă ŋşęŋő ććěśšĺ ŕőŋ£šĺě ăŋšĺĺŋćőń¿űĺĺ ŋă łőńĳűě.

Ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ A ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ šăłőě őšőąřăęěŋĺě j : A → A, ůšő j(a+b) = j(a)+j(b) , j^2 = 1 ĺ j(ab) = j(b)j(a) ∀a, b ∈ A.

5 4: Łćăšěřŋĺőŋż. 23

Šőčďă şďćőěŋĺěň łőńĳűă A ŋăğőćěň šăłőľ őąžěłš S, śőśšő£źĺľ ĺğ ňŋőęěśšćă ŕăř (a, b) ś őŕěřăűĺ£ňĺ (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d); (a, b) · (c, d) = (ac − j(d)b, bj(c) + da). Ŕěřćżľ ćőŕřőś őůěćĺďěŋ:

5.3.20. Ąşďěš ńĺ şďćőěŋĺě A łőńĳűőň?

5.3.21. Ŕşśšĳ A | őąńăśšĳ űěńěśšŋőśšĺ. Ąşďěš ńĺ S | őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ? 5.3.22. Ŕşśšĳ A | ŕőńě, ąşďěš ńĺ S ŕőńěň?

Ŕřĺňěř. Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă idA őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŕőďţőďĺš ć łăůěśšćě ĺŋćőń¿- űĺĺ. Ćőğĳňěň ć łăůěśšćě łőńĳűă ŕőńě R. Šőčďă ŕřĺ şďćőěŋĺĺ ňż ŕőńşůĺň C , ĺ šăłőě ŕőśšřőěŋĺ£ ŋăň ďăćŋő ĺğćěśšŋő. Šăłş¿ ęě łőŋśšřşłűĺ¿ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ś ń¿ążň ŕőńěň ć łăůěśšćě K. 5.3.23. Şďćőĺň C ś ŕőňőźĳ¿ idC . Ŕőńşůĺšś£ ńĺ ŕřĺ ¡šőň ŕőńě?

5.3.24. Ćőőąźě, ďń£ ń¿ąőčő ŕőń£ K, ţăřăłšěřĺśšĺłă, łőšőřőčő őšńĺůŋă őš 2, şďćőěŋĺě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋő śőćŕăďăěš ś ďćşňěřŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď K.

5.3.25. §ćń£ěšś£ ńĺ şďćőěŋĺě ŕőń£ K śăňő ŕő śěąě ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň? 5.3.26. Ďőłăęĺšě, ůšő řěğşńĳšăš şďćőěŋĺ£ ŕőń£ K £ćń£ěšś£ ăńčěąřőľ ŋăď K. Ć śńşůăě ŋěłőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű şďćőěŋĺě £ćń£ěšś£, ćĺďĺňő, ąőńěě śńőęŋőľ ŕřőűěďşřőľ.

Ţőš£ ąż ŕőšőňş, ůšő šřşďŋěě ŋăľšĺ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺ¿ | šőęďěśšćěŋŋă£ ŋě ŕőďţőďĺš.

5.3.27. Ŕőśšăřăľšěśĳ ŋăľšĺ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺ¿ ďń£ łőńĳűă ňăšřĺű M_n(K) 5.3.28. Ďőłăęĺšě, ůšő šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺě ňăšřĺű £ćń£ěšś£ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ. Ůšő ŕőńşůĺšś£ ŕřĺ şďćőěŋĺĺ ŕő šăłőľ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺĺ?

5.3.29. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ ć ć łőńĳűě C . 5.3.30. Ěśńĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ăřčşňěŋšĺřőćăŋő ŕőńşůăěň ŕőńőęĺšěńĳŋżľ őšćěš, ŕőśšřőľšě şďćőěŋĺě C ŕő śőŕř£ęěŋĺ¿. (Őąőğŋăůăšĳ ¡šő şďćőěŋĺě ňż ąşďěň śĺňćőńőň H .)

5.3.31. Ąşďěš ńĺ H őąńăďăšĳ śšřşłšşřőľ ďćşňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă? 5.3.32. Ąşďěš ńĺ H ŕőńěň?

5.3.33. Ąşďěš ńĺ H őąńăďăšĳ śšřşłšşřőľ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă? Ěśńĺ ďă, šő łăłőćă ěčő ćěźěśšćěŋŋă£ řăğňěřŋőśšĳ? Ŋăľďĺšě ąăğĺś.

Őŕřěďěńěŋĺě Ňŋőęěśšćő H ś őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ šěńőň łćă-

šěřŋĺőŋőć.

5.4. Łćăšěřŋĺőŋż.

5.4.34. Čőćőř£š, ůšő ¡ńěňěŋš x ńěęĺš ć űěŋšřě łőńűă R, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő z ∈ R ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő xz = zx. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ńěňěŋšż ćĺďă (r, 0), čďě r ∈R śőśšăćń£¿š űěŋšř H .

Ďăńěě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡ńěňěŋšż ćĺďă (r, 0) ć H ďń£ r ∈ R ŕřőśšő ůěřěğ r, śůĺšă£, ůšő R šăłĺň őąřăğőň ćłńăďżćăěšś£ ć H .

5.4.35. Ŕşśšĳ q ∈H šăłőľ, ůšő q^2 = −1. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ńěňěŋšż a+qb, čďě a, b ∈R őąřăğş¿š ŕőďŕőńě, ĺğőňőřťŋőě C ć H .

5.4.36. Łćăšěřŋĺőŋż q, ďń£ łőšőřżţ —q = −q ŋăğżćă¿š ůĺśšő ňŋĺňżňĺ. Ŕşśšĳ I | ňŋőęěśšćő ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć. Ŕőłăęĺšě, ůšő

(ă) q ∈ I ⇒ q^2 ∈R ĺq^2 < 0.

(ą) q ∈ I ⇒ ďń£ z = |q|�^1q ćżŕőńŋěŋő z^2 = −1. (ć) q^2 6 0 ⇒ q ∈ I.

(č) I = ⟨i, j, k⟩_{ńĺŋ} = {αi + βj + γk; α, β, γ ∈ R} ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ Čăňĺńĳšőŋă. (ď) ďń£ ń¿ąőčő łćăšěřŋĺőŋă z ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő z = a + q, čďě a ∈R q ∈ I.

5.4.37. Ďőłăęĺšě, ůšő H ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ăńčěąřş ŋăď R, őŕřěďěń££ şňŋőęěŋĺě r · z łăł (r, 0) · z (łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě őąřăğă r ŕřĺ śšăŋďăřšŋőň ćńőęěŋĺĺ R ć H , ŋă z). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň I | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺ H = R ⊕ I.

5.4.38.

(ă) Ŕřőćěřĳšě, ůšő ďń£ x, y ∈ I (x—y + —xy)∈R.

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă (x, y) = −1/2(x—y + —xy) őŕřěďěń£ěš ěćłńĺďőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć I.

(ć) Ŕşśšĳ i, j, k | ŋěłőšőřżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć I őšŋőśĺšěńĳŋő ćżÿě őŕřěďěńěŋŋőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ďőłăęĺšě ťőřňşńż Čăňĺńĳšőŋă:

i^2 = j^2 = k^2 = ijk = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j.

(č) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ x ∈ I : x^2 = −1 ⇔ (x, y) = 1.

5.4.39. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ łćăšěřŋĺőŋ £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ŋěłőšőřőčő łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć R ĺ őšřĺűăšěńĳŋżň ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň.

5.4.40. Ŕşśšĳ U = {α ∈H , |α| = 1. Ŕőłăęĺšě, ůšő

(ă) ∀α ∈ U ťőřňşńă φ_α(q) = —αqα őŕřěďěń£ěš čőňőňőřťĺğň H ć H . (ą) čőňőňőřťĺğň φ_α śőţřăŋ£ěš I ĺ őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě łăęďżľ ćěźěśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš. (ć) ďń£ ¡ńěňěŋšőć x, y ∈ I ćżŕőńŋěŋő (x, y) = (φ_α(x), φ_α(y)). (č) łăęďőě ěćłńĺďőćő ćřăźěŋĺě ć I śőćŕăďăěš ś φ_α ďń£ ŋěłőšőřőčő α ∈ U.

5.4.41. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ x, y ∈ I, šő xy − yx ∈ I. Őąőğŋăůĺň xy − yx = [x, y] (ă) Ŕřőćěřĳšě, ůšő [[x, y], z] = [[x, z], y] + [x, [y, z]] (ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ńěňěŋš [x, y] őřšőčőŋăńěŋ łăł x, šăł ĺ y, ă |[x, y]| śőćŕăďăěš ś ŕńőźăďĳ¿ ŕăřăńńěńőčřăňňă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă x ĺ y ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě I.