x4. Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă.

4.1. Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£.

4.1.1. Őŕĺśăšĳ ťőřňş śěůěŋĺľ ůěšżřěţňěřŋőčő ěďĺŋĺůŋőčő śšăŋďăřšŋőčő łşąă ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ:

(ă) x_1 + x_2 + x_3 = 1; (ą) { x_1 + x_2 = 1 x_3 + x_4 = 1 ;

ŋăľďĺšě ĺţ őąžěňż ĺ őąžěňż ćśěţ ĺţ čřăŋěľ.

4.1.2. Ŕşśšĳ P_0, P_1, P_2, . . . , P_k | ŋăąőř ĺğ k + 1 ăťťĺŋŋő ŋěğăćĺśĺňżţ šőůěł n-ňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăęĺšě, ůšő ČŇŠ řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ćśěţ šőůěł ďăŋŋőčő ŋăąőřă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ (n−k)-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ćőłřşč k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă ňőęŋő őŕĺśăšĳ ĺ ŕřĺ šőň šőńĳłő őďŋş k − 1-ňěřŋş¿ śťěřş.

4.1.3. Ŋăľďĺšě şčőń ňěęďş čřăŋ£ňĺ A_0A_1A_2 ĺ A_0A_3A_4 śšăŋďăřšŋőčő 4-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă A_0A_1A_2A_3A_4.

4.1.4. Ŋăŕĺÿĺšě şřăćŋěŋĺě (k − 1)-ăťťĺŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć k-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő őŋă ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ďăŋŋőňş ćěłšőřş −→a = (a_1, a_2, . . . , a_n) ĺ:

(ă) ŕřőţőďĺš ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş P = (p_1, p_2, . . . , p_n); (ą) şďăńěŋă őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ŋă ďăŋŋőě řăśśšő£ŋĺě d.

4.1.5. Ďćě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋż şřăćŋěŋĺ£ňĺ:

a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n = c ĺ b_1x_1 + b_2x_2 + · · · + b_nx_n = d. Ŋăľďĺšě şčőń ňěęďş ŋĺňĺ, ă ěśńĺ őŋ ŋşńěćőľ | řăśśšő£ŋĺě.

Ŋĺęěśńěďş¿źĺě ğăďăůĺ őą£ğăšěńĳŋő şňěšĳ řěÿăšĳ ďń£ řăğňěřŋőśšěľ k = 3, 4 (ěśńĺ śńşůăľ ŕřőĺğćőńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ćżğżćăěš ş ćăś ğăšřşďŋěŋĺ£).

4.1.6. Ŋăľďĺšě łőńĺůěśšćő őśěľ ĺ (k − 1)-ňěřŋżţ ŕńőśłőśšěľ śĺňňěšřĺĺ ş k-ňěřŋżţ łşąă ĺ łőłşąă.

4.1.7. Ŋăľďĺšě łőńĺůěśšćő ďĺăčőŋăńěľ k-ňěřŋőčő łşąă, őřšőčőŋăńĳŋżţ ďăŋŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. 4.1.8. Ŋăľďĺšě ďńĺŋş ďĺăčőŋăńĺ śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő łşąă ĺ ěě ŕřěďěń ŕřĺ k → ∞. 4.1.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺăčőŋăńĺ k-ňěřŋőčő łşąă őąřăğş¿š őďĺŋăłőćżě şčńż śő ćśěňĺ řěąřăňĺ, ŋăľďĺšě ĺţ, ĺţ ŕřěďěńż ŕřĺ k → ∞ ĺ şłăęĺšě ŕřĺ łăłőň k őŋĺ řăćŋż π/3.

4.1.10. Ŋăľďĺšě şčńż ňěęďş ďĺăčőŋăń£ňĺ ĺ ćśěćőğňőęŋżňĺ m-ňěřŋżňĺ čřăŋ£ňĺ ć kňěřŋőň łşąě.

4.1.11. Ŋăľďĺšě řăďĺşś ÿăřă, őŕĺśăŋŋőčő ćőłřşč śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő łşąă. 4.1.12. Ŋăľďĺšě řăďĺşś ÿăřă, őŕĺśăŋŋőčő ćőłřşč śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă. 4.1.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďńĺŋă ŕřőěłűĺĺ řěąřă k-ňěřŋőčő łşąă ŋă ďĺăčőŋăńĳ śőśšăćń£ěš 1/k ůăśšĳ őš ďńĺŋż ďĺăčőŋăńĺ.

4.1.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőěłűĺĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ k-ňěřŋőčő łşąă ŋă ďĺăčőŋăńĳ ďěń£š ěě ŋă k řăćŋżţ ůăśšěľ.

4.1.15. Ćżůĺśńĺšě řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ m ĺ (k − m − 1)-ňěřŋżňĺ čřăŋ£- ňĺ śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă ĺ ďőłăęĺšě, ůšő őŋő řěăńĺğşěšś£ łăł řăśśšő£ŋĺě ňěęďş űěŋšřăňĺ ¡šĺţ čřăŋěľ.

4 2: Ŕřĺňěřż ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. 17

4.1.16. Ŋěřăćěŋśšćő Ąşŋ£łőćśłőčő-Łőÿĺ-Ÿćăřűă. : ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć v ĺ w ěćłńĺďőćă ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő |(v, w)| 6 ‖v‖‖w‖, řăćěŋśšćő ć łőšőřőň řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć. Ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő ĺğćěśšŋżě ŋěřăćěŋśšćă: (ă) ∑ x^2_i ∑ y^2_i ¿ ( ∑ x_iy_i)^2 ďń£ ń¿ążţ ŋăąőřőć ůĺśěń x_1, x_2, . . . , x_n ĺ y_1, y_2, . . . , y_n ; (ą) 1∫ 0 f^2(x)dx · 1∫ 0 g^2(x)dx ¿ ( 1∫ 0 f(x)g(x)dx)^2 ďń£ ń¿ążţ ťşŋłűĺľ ŋă [0, 1] ś śşňĺřşě-

ňżň łćăďřăšőň.

4.2. Ŕřĺňěřż ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć.

4.2.17. Ŋăľďĺšě őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě x_1 +x_2+· · ·+x_n = 0 śšăŋďăřšŋőčő łőőřďĺŋăšŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R^n.

4.2.18. Ŋăľďĺšě őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěłšőřőć

v_1 = (1, 2, 2 − 1)^t, v_2 = (1, 1, −5, 3)^t, v_3 = (3, 2, 8, −7)^t, ć R^n. ĺ őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ŋěľ.

4.2.19. Ŋăľďĺšě şřăćŋěŋĺ£, ğăďă¿źĺě őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş ć śšăŋďăřšŋőň R^4, ğăďăŋŋőňş şřăćŋěŋĺ£ňĺ:

2x_1 + x_2 + 3x_3 − x_4 = 0 3x_1 + 2x_2 − 2x_4 = 0 3x_1 + x_2 + 9x_3 − x_4 = 0 . 4.2.20. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě ůěšżřě ťőřňşńż őŕřěďěń£¿š ěćłńĺďőćż śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć R[x]:

(ă) (P, Q) = 1∫ −1 P (x)Q(x)dx;

(ą) (P, Q) = 1∫ −1 P (x)Q(x) dx √ 1 − x^2 ;

(ć) (P, Q) = +∞∫ 0 P (x)Q(x)e^{−x}dx;

(č) (P, Q) = +∞∫ −∞ P (x)Q(x)e^{−x2} dx; Ďőłăęĺšě šăłęě, ůšő ŕřĺňěŋ££ ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ śńşůăěć ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ ł śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş 1, x, x^2, x^3, . . . , ňż ŕőńşůĺň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőśšő£ŋŋżţ ňŋőęĺšěńěľ śńěďş- ¿źĺě śěňěľśšćă ňŋőčőůńěŋőć śőőšćěšśšćěŋŋő:

(ď) ňŋőčőůńěŋż Ńěęăŋďřă: P_n(x) = d^ndx_n [(1 − x^2)^n]; (ě) ňŋőčőůńěŋż Ůěążÿěćă: T_n(x) = cos(n arccos x); (ę) ňŋőčőůńěŋż Ńăččěřă: L_n(x) = e^x d^ndx_n [e^{−x}x^n];

(ğ) ňŋőčőůńěŋż İřňĺšă: T_n(x) = e^{x2} d^ndx_n e^{−x2} ;

(Şłăğăŋĺě: ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő őřšőčăŋăńĺğăűĺ¿, ă ňőęŋő şąěďĺšĳś£ ć šőň, ůšő ć őšćěšě ĺ ć śăňőň ďěńě śšőĺš ŋăąőř őřšőčőŋăńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć, ŕřĺůěň ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ń¿ążţ ŕěřćżţ k ¡ńěňěŋšőć śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ŋăąőřă 1, x, x^2, . . . , x^{k−1}).

4.2.21. Ćżůĺśńĺšě ďńĺŋż ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě śŕěűĺăńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ěćłńĺďőćżţ śšřşłšşřăţ.

4.2.22. Ŋăľďĺšě ňĺŋĺňşň 1∫ −1 P^2(x)dx ŕő ćśěň ňŋőčőůńěŋăň P śšěŕěŋĺ k śő śšăřÿĺň łő¡ť-

ťĺűĺěŋšőň 1.

4.2.23. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (P, Q) = 1∫ 0 P (x)Q(x)dx śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě k ćżůĺśńĺšě řăśśšő£ŋĺě őš ŋşń£ ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ k śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1.

4.2.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă (A, B) = tr(A —B^t) őřŕěďěń£ěš ěćłńĺďőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ćěźěśšćěŋŋżżţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű ĺ ¡řňĺšőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋżţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű. Ŋăľďĺšě őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň: (ă) ňăšřĺű ś ŋşńěćżň śńěďőň; (ą) śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű; (ć) ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżţ ňăšřĺű; (č) łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű.

4.2.25. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěď ňăšřĺűż ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ć łőšőřőň őŋă ğăŕĺśżćăěšś£.

4.2.26. Ŕşśšĳ ŕőńě K £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ Q. Řăśśňőšřĺň K łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď Q, ă ¡ńěňěŋšż ć K łăł ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺğ K ć K, ďěľśšćş¿źĺě şňŋőęěŋĺěň ć ŕőńě K. Ŕőńőęĺň (a, b) = tr(ab). Ďőłăęĺšě, ůšő śőőšćěšśšćĺě a → tr(a) £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă K, ă ŕřőĺğćěďěŋĺě (a, b) | ěćłńĺďőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň.

4.2.27. (ŋěőą£ğăšěńĳŋă£)Ďőłăęĺšě, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ űěńżě ŋăď Z¡ńěňěŋšż ŕőń£ K śőśšăćń£¿š řěÿěšłş łőŋěůŋőčő řăŋčă, ŕőřőęďă¿źş¿ K łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď Q.

4.3. Őąžěňż ĺ őŕřěďěńĺšěńĺ Čřăňă.

4.3.28. Ŋşńĳňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă | ¡šő šőůłă. Őďŋőňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ˝^1_k | ¡šő: · · · k . Ďćşňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ˝^2_k = ˝^1 + ˝^1_2 + · · · + ˝^1_k | ¡šő:

k k

4 4: Ňěšřĺłĺ ĺ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£. 19

Ăŋăńőčĺůŋő n-ňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ŕőńşůăěšś£ ĺğ k (n − 1)-ňěřŋżţ śšşŕěŋůăšżţ ŕĺřăňĺď şążćă¿źěľ ćżśőšż, ŕőśšăćńěŋŋżţ ć śšőŕłş ćďőńĳ n-šőľ łőőřďĺŋăšŋőľ őśĺ: ˝^n_k = ˝^{n−1}_1 + ˝^{n−1}_2 + · · · + ˝^{n−1}_k . Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ŕőśšřőľłş n-ňěřŋőľ śšşŕěŋůăšőľ ŕĺřăňĺďż ćżśőšż k şľďěš C^n_{n+k−1} n-ňěřŋżţ łşąĺłőć. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă (ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă), ůšő őąžěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v_1, v_2, . . . , v_n , ć n! řăğ ąőńĳÿě őąžěňă śĺňŕńěłśă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă šě ęě ćěłšőřż.

4.3.29. Ďőłăęĺšě, ůšő k-ňěřŋżľ őąžěň k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ (k − 1)- ňěřŋőčő őąžěňă łăłőľ-ńĺąő ěčő čřăŋĺ ŋă ćżśőšş, őŕşźěŋŋş¿ ŋă ¡šş čřăŋĳ.

4.3.30. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěň śĺňŕńěłśă řăćěŋ 1/k ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őąžěňă őśŋőćăŋĺ£ ŋă ćżśőšş (k | łăł ĺ ćżÿě | řăğňěřŋőśšĳ).

4.3.31. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďńĺŋ ěčő řěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż.

Ňăšřĺűěľ Čřăňă śĺśšěňż ćěłšőřőć v_1, v_2, . . . , v_n ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ĺţ ŕőŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ (v_i, v_j). Ěě őŕřěďěńĺšěńĳ ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńĺšěńěň Čřăňă ĺ őąőğŋăůăěšś£ G v_1, v_2, . . . , v_n = det((v_i, v_j)).

4.3.32. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v_1, v_2, . . . , v_n řăćěŋ √ G(v_1, v_2, . . . , v_n).

4.3.33. Ďőłăęĺšě, ůšő řăśśšő£ŋĺě d őš łőŋűă ćěłšőřă v ďő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ŕőřőęďěŋŋőľ ćěłšőřăňĺ e_1, e_2, . . . , e_k , şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿:

d^2 = G(v, e_1, · · · , e_k) G(e_1, e_2 · · · , e_k) . 4.3.34. Ďőłăęĺšě, ůšő k + 1 šőůěł P_0, P_1, P_2, . . . , P_k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă k − 1- ňěřŋőľ śťěřě ĺńĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, łőčďă őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ őŕřěďěńĺšěńĳ

´(P_0, P_1, P_2, . . . , P_k) = det(|P_iP_j |^2) ,

śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ łćăďřăšőć řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş šőůłăňĺ (ěčő ŕőř£ďőł řăćěŋ k + 1).

4.3.35. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě šőůłĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă (k − 1)- ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ, łőčďă őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ őŕřěďěńĺšěńĳ `(P_0, P_1, P_2, . . . , P_k) ŕőř£ďłă k + 2, ŕőńşůă¿źĺľś£ ĺğ ´(P_0, P_1, P_2, . . . , P_k) ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň śćěřţş ĺ śńěćă ěďĺŋĺůŋőľ śšřőłĺ, ěďĺŋĺůŋőčő śšőńąűă ĺ ŋşń£ ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş.

4.3.36. Ďőłăęĺšě, ůšő řăďĺşś ÿăřă, őŕĺśăŋŋőčő ćőłřşč śĺňŕńěłśă ś ćěřÿĺŋăňĺ P_0, P_1, . . . , P_k ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě:

R^2 = − 1 2 ´(P_0, P_1, P_2, . . . , P_k) `(P_0, P_1, P_2, . . . , P_k) . 4.4. Ňěšřĺłĺ ĺ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ěćłńĺďőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^n ĺŋďşűĺřşěš ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^n ňěšřĺłş ŕő ťőřňşńě: ϱ(A, B) = √ ( −→ AB, −→ AB) (ŕřőćěřĳšě, ůšő ăłśĺőňż ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ćżŕőńŋ£- ¿šś£). İšă ňěšřĺłă, őůěćĺďŋő, ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ĺ őďŋőřőďŋă, šő ěśšĳ ϱ(A, B) = |λ|ϱ(C, D), ěśńĺ −→ AB = λ −−→ C, D.

Őąřăšŋőě ŋěćěřŋő: ŋě ćś£łă£ őďŋőřőďŋă£, ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ňěšřĺłă ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ŋěłőšőřőčő ěćłńĺďőćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

4.4.37. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śşňňă łćăďřăšőć ďĺăčőŋăńěľ ŕăřăńńěńőčřăňňă řăćŋă śşňňě łćăďřăšőć ďńĺŋ ůěšżřěţ ěčő śšőřőŋ.

4.4.38. Ŕşśšĳ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć őďŋőřőďŋă£ ňěšřĺłă ϱ. Őŕřěďěńĺň ŋă ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋőřňş: ‖−→v ‖ = ϱ(A, A + −→v ) (őŋă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ A ĺ őąńăďăěš śćőľśšćőň ‖λv‖ = |λ|‖v‖). Ďőłăęĺšě, ůšő ϱ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺŋďşűĺřőćăŋă ěćłńĺďőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, łőčďă ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć −→v , −→w ćżŕőńŋ£ěšś£ šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă: ‖−→v + −→w ‖ + ‖−→v − −→w ‖ = 2(‖−→v ‖ + ‖−→w ‖). (Şłăğăŋĺě: śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ěśńĺ őŋő ěśšĳ, őą£ğăŋő ğăďăćăšĳś£ ťőřňşńőľ: (v, w) = 1/2(‖−→v + −→w ‖ + ‖−→v − −→w ‖)). 4.4.39. Ŕşśšĳ K | ćżŕşłńă£ ťĺčşřă ć R^n, śőďěřęăźă£ 0, ŋě śőďěřęăźă£ ŕř£ňżţ ĺ šăłă£ ůšő ⋃ λ≥0 λK = R^n. Ďń£ −→v ∈ R^n ŕőńőęĺň ‖v‖_K = inf{λ| λ ≥ 0, −→v ∈ λK} ĺ őŕřěďěńĺň ŋă

R^n ňěšřĺłş ŕő ťőřňşńě: ϱK(A, B) = ‖^{−→}AB‖K. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň ďěľśšćĺšěńĳŋő

ŕőńşůĺšś£ ňěšřĺłă, őďŋőřőďŋă£ ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć. 4.4.40. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř šăłőľ ťĺčşřż K, łőšőřőľ śőőšćěšśšćşěš ňěšřĺłă, ŋě ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ŋĺ łăłĺň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Łăłĺň ťĺčşřăň őšćěůă¿š ňěšřĺłĺ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě śłăń£řŋżňĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ?

4.4.41. Ŕşśšĳ ňěšřĺłă ϱ ŋă R^n ĺŋďşűĺřőćăŋă śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Řăśśňőšřĺň ěě łăł ťşŋłűĺ¿ ϱ : R^n × R^n ≃ R^{2n} → R.

Ďőłăęĺšě, ůšő őŋă ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, ĺ ěě ŕřőĺğćőďŋă£ ć šőůłě (A, B) ďěľśšćşěš ŋă łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř (−→v , −→w ) ŕő ťőřňşńě: ϱ^′(A, B)[−→v , −→w ] = 1 ϱ(A, B) ( −→ AB, −→w − −→v ) = = ‖−→w ‖ cos(φ) − ‖−→v ‖ cos(ψ), čďě φ | şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ −→w ĺ −→ AB, ă ψ | ňěęďş −→v ĺ −→ AB.