Ńěłűĺ£ 8 Ŕřőěłšĺćŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

▷Ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ▷Őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż ĺ ăťťĺŋŋżě łăřšż ▷Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ▷Čřşŕŕă P GL_n(k) ▷Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ ▷Ŕěřěśěůěŋĺě łćăďřĺłĺ ĺ ŕř£- ňőľ ▷Łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ł łćăďřĺłě ▷Čěőňěšřĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ łćăďřĺł ▷Ŕńăŋăřŋőśšĳ ĺ ńĺŋěľůăšőśšĳ ▷Ăťťĺŋŋżě łćăďřĺłĺ ▷Ŕőń£řŋżě śőőšćěšśšćĺ£ ▷Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł ĺ ŕőń£řĺšěšőć

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£

Łăł ňż şęě őšňěůăńĺ, ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě ěśšĳ ďćă śŕőśőąă ść£ğăšĳ ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň V šőůěůŋőě čěőňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕěřěţőď ł ăťťĺŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş A¸(V ), šőůłăňĺ łőšőřőčő śńşęăš łőŋűż ćěłšőřőć ĺğ V , ňż şęęě řăśśňőšřěńĺ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő P(V ).

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő

P(V ), šőůłăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ łńăśśż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ŋěŋşńěćżţ ćěłšőřőć ĺğ V (š.ě.

ćśěćőğňőęŋżě ŕř£ňżě ć A¸(V ), ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ŋşńĳ).

Šăłĺň őąřăğőň, łăęďżľ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř v ∈ V őŕřěďěń£ěš šőůłş ć P(V ), łőšőřş¿ ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ⟨v⟩. Řăćěŋśšćő ⟨v⟩ = ⟨w⟩ ć P(V ) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő v = λw ć V ďń£ ŋěłőšőřőčő λ ≠ 0.

Ěśńĺ dim V = n + 1, šő ůĺśńő n ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ¿ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

P(V ), šăł ůšő dim P(V )^{def}= dim V − 1. Ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k^{n+1}

ŋăğżćăěšś£ n-ňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď k ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ P_n ĺńĺ P_n(k). 1.2. Ăťťĺŋŋżě łăřšż. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłšĺćĺğăűĺ¿ P(V ) (n + 1)-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V . Ć ďăŋŋőň ćżÿě őŕřěďěńěŋĺĺ šőůłĺ P(V ) ćżčń£ď£š, śłőřěě, łăł ńĺŋĺĺ, ŕő łőšőřżň ŕřőĺśţőďĺš űěŋšřăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ĺğ ŋşń£. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăąń¿ďăšĳ ĺţ łăł ŋăśšő£źĺě šőůłĺ, ňż ďőńęŋż ŕőňěśšĺšĳ ć A¸(V ) ¡łřăŋ | n-ňěřŋş¿ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ U ć A¸(V ), ŋě ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ŋşńĳ. Šőčďă łăęďă£ ńĺŋĺ£ ⟨v⟩, ŕěřěśěłă¿źă£ U, ĺğőąřăğĺšś£ ć U ŋăśšő£źěľ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ šőůłőľ. (śň. řĺś. 8{Ă). Šăłă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ U ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ łăřšőľ ŋă ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě P(V ). §śŋő, ůšő ćś£łă£ šőůłă ⟨v⟩ ∈ P(V ) ňőęěš ążšĳ ĺğőąřăęěŋă ćňěśšě śő ćśěňĺ ąńĺğłĺňĺ šőůłăňĺ ć ŋěłőšőřőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšě. 107

Őďŋăłő, ŋĺ őďŋă ăťťĺŋŋă£ łăřšă U ŋě ŕőłřżćăěš ćś-ě

P(V ) űěńĺłőň | ćŋě U őśšă¿šś£ ćśě šőůłĺ ⟨v⟩, ńě-

ęăźĺě ć ŕăřăńńěńĳŋőň U n-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě U_∞ ∈ V . Šăłĺě šőůłĺ śăňĺ śőśšăćń£- ¿š (n − 1)-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Őŋő ŋăğżćăěšś£ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋőľ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ăťťĺŋŋőľ łăřšě U ŕřőěłšĺćŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ . Śńěďőćăšěńĳŋő, šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋő P_n ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ďĺğž¿ŋłšŋőčő őąžěďĺŋěŋĺ£^1P_n =

A^n ⊔ Pn−1. Ĺšěřĺřş£ ¡šş ŕřőűěďşřş ĺ şůĺšżćă£, ůšő P0 = őďŋă šőůłă = A^0 , ŕőńşůĺň: � � � �

� � � � r r 6

� � - ıııı ıııı ıııı ı r U_∞ U

⟨v⟩

Řĺś. 8{Ă. Ăťťĺŋŋă£ łăřšă.

1.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋő Pn řăğąĺćăěšś£ ć ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

Pn = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ · · · ⊔ A^1 ⊔ A^0

Ğăďăůă 8.1. Ŕőńşůĺšě ĺğ šăłőčő řăğńőęěŋĺ£ ŋăď ŕőńěň ĺğ q ¡ńěňěŋšőć čěőňěšřĺůěśłőě ďőłăğăšěńĳśšćő ťőřňşńż ďń£ śşňňĺřőćăŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ.

1.3. Ŕřĺňěř: ŕřőěłšĺćŋżě ŕř£ňżě. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ řăśŕăďăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě ăťťĺŋŋőľ łăřšż A^1 ĺ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋőľ šőůłĺ ∞ (śň. řĺś. 8{Ą, řĺś. 8{Ć). Ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě ĺğ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćĺďŋő, ůšő ćěźěśšćěŋŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ łăł šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő čőňěőňőřťŋă őłřşęŋőśšĺ: RP_1 = P_1(R) ≃ S^1 (řĺś. 8{Ć). Čőňěőňőřťĺğň ğăďă-ěšś£ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺěľ ĺğ šőůłĺ ∞. Ĺŋšşĺűĺ£ "śšřěňńěŋĺ£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ" ć ćěźěśšćěŋŋőň ăŋăńĺğě őśŋőćżćăěšś£ ĺňěŋŋő ŋă ¡šőľ łăřšĺŋłě. ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ 6

- r r r U_1

U_0 t_1

t_0

⟨v⟩

Řĺś. 8{Ą. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£.

Ć őąźěň śńşůăě P_1(k) ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš śłńěľłĺ ďćşţ ăťťĺŋŋżţ łăřš U_0 ĺ U_1 ŕő ŕńőšŋőňş őšłřżšőňş ŕőďňŋőęěśšćş, £ćń£¿źěňşś£ ďőŕőńŋěŋĺěň ďő šőůłĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťĺłśĺřşěň ć k^2 śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ t_0, t_1 łőőřďĺŋăšż őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă (śň. řĺś. 8{Ą). Šőčďă P_1(k) ŋăłřżćăěšś£ ďćşň£ ăťťťĺŋŋżňĺ łăřšăňĺ U_0 = {t_0 = 1} ĺ U_1 = {t_1 = 1}. Ć ŕěřćş¿ łăřšş ŕőŕăďă¿š ćśě šőůłĺ ⟨v⟩ ∈ P_1, v = (t_0, t_1), ş łőšőřżţ t_0 ≠ 0, ćő ćšőřş¿ | ś t_1 ≠ 0.

Ćżąěřěň ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋőľ łőőřďĺŋăšż ŋă U_1 ťşŋłűĺőŋăń x = t_1, ă ŋă U_1 | ťşŋłűĺőŋăń y = t_0. Šőčďă P_1 ŕőńşůăěšś£ śłńěĺćăŋĺěň ŕőďňŋőęěśšćă {x ≠ 0} ŋă U_0 ś ŕőďňŋőęěśšćőň {y ≠ 0} ŋă U_1 ŕő ŕřăćĺńş: šőůłă x ∈ U_0 śłńěĺćăěšś£ ś šőůłőľ y = 1/x (ŕőśłőńĳłş ⟨v⟩ = ⟨(t_0, t_1)⟩ ∈ U_0 ∩ U_1 ĺğőąřăęăěšś£ ć U_0 šőůłőľ x = t_1/t_0, ă ć U_1 šőůłőľ y = t_0/t_1). Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ŋăŕřĺňěř, ůšő łőňŕńěłśŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ CP^1 = P^1(C ) = C ⊔ {∞} ŋě šőńĳłő šőŕőńőčĺůěśłĺ, ŋő ĺ ăŋăńĺšĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋă ďćşňěřŋőľ śťěřě S^2, łőšőřş¿ šőęě ňőęŋő

1š.ě. őąžěďĺŋěŋĺ£ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łşśłőć, ůšő ĺğőąřăęăěšś£ ğŋăůłőň: t

§1: Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ 109

ŕřěďśšăćĺšĳ łăł řěğşńĳšăš śłńěľłĺ ďćşţ ăťťĺŋŋżţ łăřš | łăśăšěńĳŋżţ ŕńőśłőśšěľ ć śěćěřŋőň ĺ ¿ęŋőň ŕőń¿śăţ, ŕěřěŋőśĺňżţ ŋă śťěřş ŕřĺ ŕőňőźĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ ĺğ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő ŕőń¿śă (śň. řĺś. 8{Č).

łăřšă U_1 ∼ S^1 \ ∞

∞ t_0 t_1 • • • łăřšă U_1 łăřšă U_0 N

S^•

•

Řĺś. 8{Ć. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ RP1. Řĺś. 8{Č. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ CP1.

Ğăďăůă 8.2. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋżě łőőřďĺŋăšż w ∈ U_0 ĺ z ∈ U_1 śšěřěőčřăťĺůěśłĺţ ŕřőěłűĺľ őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłĺ p ∈ S_2 ŋă řĺś. 8{Č ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň z = 1/w, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ďĺăňěšř śťěřż řăćěŋ 1, ă łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă ŋă U_0 ĺ U_1 ğăďă-ěšś£ ćżąőřőň łőőřďĺŋăš, şłăğăŋŋżň ŋă řĺśşŋłě řĺś. 8{Č.

Ğăďăůă 8.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő P^n(R) ĺ P^n(C ) £ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżň ĺ łőňŕńěłśŋőăŋăńĺšĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň.

1.4. Łőőřďĺŋăšż. Ĺňě¿šś£ ďćă śŕőśőąă ććőďĺšĳ łőőřďĺŋăšż ŋă Pn = P(V ). Ŕěřćżľ śŕőśőą | ťĺłśĺřőćăšĳ ć V ąăğĺś e_0, . . . , e_n ĺ řăśśňőšřěšĳ ć V łőőřďĺŋăšż (t_0, t_1, t_2, . . . , t_n) őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă^2.

Ěśńĺ ⟨v⟩ ∈ P(V ) ĺ v = (t_0, t_1, t_2, . . . , t_n), šő ŋăąőř ůĺśěń (t_0, t_1, t_2, . . . , t_n) ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ ⟨v⟩. Ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŋăąőř łőőřďĺŋăš őŕřěďěń£ěšś£ ŕő šőůłě ŋě őďŋőğŋăůŋő, ă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ, šăł ůšő šőůłă ţăřăłšěřĺğşěšś£, śőąśšćěŋŋő, ŋě ŋăąőřőň ůĺśěń t_0, t_1, . . . , t_n, ă ŋăąőřőň őšŋőÿěŋĺľ (t_0 : t_1 : · · · : t_n) ňěęďş ŋĺňĺ. Ŕő¡šőňş őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż, łăł ŕřăćĺńő, ĺ ğăŕĺśżćă¿š łăł ŋăąőř őšŋőÿěŋĺľ

v = (t_0 : t_1 : · · · : t_n).

Ŕřĺ řăąőšě ś őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ćăęŋő ŕőňŋĺšĳ, ůšő čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ąşďşš ĺňěšĳ ńĺÿĳ ćżřăęěŋĺ£, őďŋőřőďŋżě ŕő ¡šĺň łőőřďĺŋăšăň. Ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺě P (t) = 0, čďě P | őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k, łőřřěłšŋő ğăďă-ěš ŕőćěřţŋőśšĳ ć P_n, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ łőőřďĺŋăš ŋă łőŋśšăŋšş, ¡šă łőŋśšăŋšă ćżŋőśĺšś£ ĺğ P , ůšő ŋě ŋăřşÿăěš řăćěŋśšćă: P (t) = 0 ⇔ P (λt) = λ^kP (t) = 0. Ŋăŕřőšĺć, ŋěőďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋĺłăłőľ čěőňěšřĺůěśłőľ ťĺčşřż ć P_n ŋě őŕřěďěń£ěš.

Ćšőřőľ śŕőśőą śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ćżąřăšĳ ć őłřěśšŋőśšĺ ďăŋŋőľ šőůłĺ ăťťĺŋŋş¿ łăřšş, ććěśšĺ ŋă ŋěľ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺţ ďń£ ğăŕĺśĺ šőůěł. Ďőśšőĺŋśšćő ¡šőčő śŕőśőąă ć šőň, ůšő šőůłă ąşďěš őŕřěďěń£šĳ śćőĺ łőőřďĺŋăšż şęě őďŋőğŋăůŋő, ă řěğşńĳšăšż ćżůĺśńěŋĺľ ć šăłĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęŋő ĺğőąřăęăšĳ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŋěďőśšăšőł | ć šőň, ůšő ŋě ćśě šőůłĺ P_n ąşďşš őţćăůěŋż šăłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ, ůšő ŋě

2Ć őšńĺůĺě őš ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż, ć ŕřőěłšĺćŋőľ čěőňěšřĺĺ łőőřďĺŋăšż, łăł ĺ ćěłšőřż, ćśěčďă ŋşňěřş¿š ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, ďăąż ŋě ŕşšăšĳ ĺţ ś ŕőłăğăšěń£ňĺ śšěŕěŋěľ. Ňż šőęě ąşďěň śńěďőćăšĳ ¡šőľ šřăďĺűĺĺ.

ŕőğćőń£ěš şćĺďěšĳ ćś¿ ŕőńŋőšş ŕřőěłšĺćŋő-čěőňěšřĺůěśłőľ łăřšĺŋż ĺ śćőďĺš ŋă ŋěš ćśě ě-ě ŕřěĺňşźěśšćă ŕěřěď ăťťĺŋŋőľ.

1.5. Ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďă. Őďŋş ĺ šş ęě šőůłş ć Pn ňőęŋő ĺğőąřăęăšĳ śřăğş ć ŋěśłőńĳłĺţ łăřšăţ. Ć ść£ğĺ ś ¡šĺň ćőğŋĺłăěš ğăďăůă ő ŕěřěśů-ěšě ćżŕĺśăŋŋżţ ć řăğńĺůŋżţ ăťťĺŋŋżţ łăřšăţ łőőřďĺŋăš őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłĺ ⟨v⟩ ∈ P_n ďřşč ć ďřşčă. Ťşŋłűĺĺ, ćżřăęă¿źĺě ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż őďŋőľ łăřšż ůěřěğ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ďřşčőľ łăřšż, ŋăğżćă¿šś£ ťşŋłűĺ£ňĺ ŕěřěţőďă. Řăśśňőšřĺň ŋăĺąőńěě ůăśšő ćśšřěůă¿źĺľś£ ŕřĺňěř.

Ŕşśšĳ ć V ťĺłśĺřőćăŋż łőőřďĺŋăšż (t_0, t_1, t_2, . . . , t_n). Ŕőłřżšĺě P_n = P(V ) ăťťĺŋŋżňĺ łăřšăňĺ U_i = {t_i = 1}, i = 0, 1, . . . , n ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋżň. Ć łăřšě U_i ĺğőąřăęă¿šś£ šě ĺ šőńĳłő šě ⟨v⟩ ∈ P_n, v = (t_0, t_1, t_2, . . . , t_n), ş łőšőřżţ t_i ≠ 0. Ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋżţ łőőřďĺŋăš ć U_i ćżąĺřă¿šś£ n ťşŋłűĺőŋăńőć x_ν = t_ν ś ν ≠ i. Šőůłă ⟨v⟩ ś v = (t_0, t_1, t_2, . . . , t_n) ĺňěěš ć U_i ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż x_ν = t_ν/t_i (ν ≠ i).

Ěśńĺ U_j | ďřşčă£ ăťťĺŋŋă£ łăřšă (ś j ≠ i), ĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ć U_j őąőğŋăůěŋż ůěřěğ y_μ = t_μ/t_j (μ ≠ j), šő łőőřďĺŋăšż y_μ šőůłĺ ⟨v⟩ ∈ U_j ∩U_i ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ łőőřďĺŋăšż x_ν šőľ ęě šőůłĺ ŋă U_i ŕő ťőřňşńăň: { y_μ = xμŒx_j ŕřĺ μ ≠ i, j y_i = 1Œx_j

ă śăňő ŕěřěśěůěŋĺě U_i ∩U_j ćŋşšřĺ U_i ćżďěń£ěšś£ şśńőćĺěň {x_j ≠ 0} ă ćŋşšřĺ U_j | şśńőćĺěň {y_i ≠ 0}. 1.6. Ŕřőěłšĺćŋőě ğăňżłăŋĺě. Ćěśĳňă ¡ťťěłšĺćŋżľ śŕőśőą ăŋăńĺğă čěőňěšřĺůěśłĺţ ğăďăů śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŕőňěśšĺšĳ řăśśňăšřĺćăěňőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő A^n ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x_1, x_2, . . . , x_n) ć łăůěśšćě łăřšż U_0 ć ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő P_n ĺ řăśśňőšřěšĳ ğăňżłăŋĺě ŕőńşůă¿źĺţś£ ťĺčşř (ĺąő U_0 őšłřżšő ć P_n). Ŋă £ğżłě ťőřňşń ¡šő őğŋăůăěš ŕőďśšăŋőćłş x_i = t_i/t_0 ś ŕőśńěďş¿źĺň şňŋőęěŋĺěň ŋă őąźĺľ ğŋăňěŋăšěńĳ (ůšő ĺ őğŋăůăěš őšłăğ őš şśńőćĺ£ t_0 ≠ 0).

łăřšă U_2

łăřšă U_1 t_1 t_0 t_2 •

Řĺś. 8{Ď. Ŕńőśłĺě łőŋĺłĺ.

1.6.1. Ŕřĺňěř. Ŕřőěłšĺćŋőě ğăňżłăŋĺě őłřşęŋőśšĺ x^2 + y^2 = 1 ğăďăă-ěšś£ ć ăťťĺŋŋżţ łőőřďĺŋăšăţ (t_0 : t_1 : t_2) ŋă P_2 şřăćŋěŋĺěň

t^2_1 + t^2 − t^2_0 = 0

(ňż ŕőďśšăćĺńĺ x = t_1/t_0, y = t_2/t_0 ĺ ŕřĺćěńĺ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿). İšő şřăćŋěŋĺě ć ŕőďńěęăźěň šř-ěţňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěń£ěš łőŋşś (śň. řĺś. 8{Ď. Ć ăťťĺŋŋőľ łăřšě U_2 = {t_2 = 1} ś łőőřďĺŋăšăňĺ u = t_0/t_2, w = t_1/t_2 ¡šă ťĺčşřă ğăŕĺÿěšś£ şřăćŋěŋĺěň

w^2 − u^2 = 1

ĺ ąşďěš ćżčń£ďěšĳ łăł čĺŕěřąőńă (śň. řĺś. 8{Ď).

§2: Ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. 111

1.6.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ p0, p1, . . . , pn | ŋăąőř ĺğ n + 1 ăťťĺŋŋő-ŋěğăćĺśĺňżţ šőůěł ć

A^n . Ćńőęĺň A^n ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋőľ łăřšż ć Pn = P(V ) ĺ ćżąěřěň ć łăůěśšćě ąăğĺśă ć V

n + 1 ćěłšőřőć, łőŋűż łőšőřżţ ŕőŕăďşš ć šőůłĺ p_0, p_1, . . . , p_n. Šőčďă őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż (t_0 : t_1 : · · · : t_n) ć ¡šőň ąăğĺśě ąşďşš ŋĺ ůěň ĺŋżň, łăł ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ć

A^n őšŋőśĺšěńĳŋő šőůěł p0, p1, . . . , pn A^n . Śăňă ăťťĺŋŋă£ łăřšă A^n ąşďěš ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ

ğăďăćăšĳś£ şřăćŋěŋĺěň ∑ t_i = 1 ĺ őšłăğ őš ¡šőčő şśńőćĺ£ (ś śőţřăŋěŋĺěň ěďĺŋśšćěŋŋőčő šřěąőćăŋĺ£: ůšőąż ćśě t_i ŋě őąřăźăńĺśĳ őďŋőćřěňěŋŋő ć ŋşńĳ) ĺ ąşďěš őğŋăůăšĳ ŕěřěţőď ł ŕřőěłšĺćŋőňş ğăňżłăŋĺ¿ A^n . Şţőďş ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ śőőšćěšśšćşěš šăłőě ďćĺęěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ∑ t_ν −→ 0. Ğăďăůă 8.4. Şłăęĺšě ăťťĺŋŋş¿ łăřšş ĺ łőőřďĺŋăšż ŋă ŋěľ, čďě řăśśňăšřĺćăěňă£ łřĺćă£ ĺğőąřăğĺšś£ ŕăřăąőńőľ.

x2. Ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

2.1. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ŕřőěłšĺćŋżň k-ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć n-ňěřŋőň ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě P_n = P(V ) ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ P(L) = P(V ) ń¿ąőčő (k +1)-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L ⊂ V . İłćĺćăńěŋšŋő ňőęŋő ążńő ąż śłăğăšĳ, ůšő k-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő | ¡šő ťĺčşřă, łőšőřă£ ĺğőąřăęăěšś£ k-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ć łăęďőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšě. Ůĺśńő n − k ŋăğżćăěšś£ łőřăğňěřŋőśšĳ¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Őšňěšĺň, ůšő łőřăğňěřŋőśšĳ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śőćŕăďăěš ś łőřăğňěřŋőśšĳ¿ ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ łőšőřőčő őŋő £ćń£ěšś£:

codim_V (L) = dim V − dim L = (n + 1) − (k + 1) = n − k = codimP_{(V )}P(L)

Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš

2.1.1. Ńěňňă. Łőřăğňěřŋőśšĳ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŋě ŕřěćżÿăěš śşňňż łőřăğňěřŋőśšěľ śăňĺţ ŕěřěśěłăěňżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ć ůăśšŋőśšĺ, k-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ćśěčďă ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś n − k-ňěřŋżň.

Ŋăŕřĺňěř, ń¿ążě ďćě ŕř£ňżě ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ P^2 ŕěřěśěłă¿šś£. İšő ŕőğćőń£ěš őŕĺśăšĳ P^2 łăł őąžěďĺŋěŋĺě ăťťĺŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ A^2 ĺ ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋőľ ŕř£ňőľ P^1, šőůłĺ łőšőřőľ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ćśěćőğňőęŋżň ŕşůłăň ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ ŋă

A^2 ĺ £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋżňĺ šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćśěţ ŕř£ňżţ ŕşůłă.

2.1.2. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő V řăğńőęěŋő ć ŕř£ňş¿ śşňňş V = U ⊕ W ĺ dim V = n + 1, dim U = k + 1, dim W = n − k, šő H_U = P(U) ĺ H_W = P(W ) ąşďşš ŋěŕěřěśěłă¿źĺĺňĺś£ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ řăğňěřŋőśšěľ k ĺ (n − k − 1) śőőšćěšśšćěŋŋő. Őąřăšŋő, ćś£łĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ k- ĺ (n − k − 1)-ňěřŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć P_n = P(V ) őšćěůă¿š ŋěłőšőřőňş řăğńőęěŋĺ¿ V ć ŕř£ňş¿ śşňňş. Šăłĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćă¿šś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ.

2.1.3. Ŕřőěłšĺřőćăŋĺě. Ŕşśšĳ V = U ⊕ W ĺ HU = P(U), HW = P(W ), łăł ĺ ćżÿě. Śşźěśšćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ∈ V ć ćĺďě v = u+w ś u ∈ U, w ∈ W őğŋăůăěš čěőňěšřĺůěśłĺ, ůšő ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş ⟨v⟩ ∈ P(V ) ŕřőţőďĺš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕř£ňă£ ⟨u, w⟩, ŕěřěśěłă¿źă£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă H_U ĺ H_W .

Ńĺŋěľŋżľ őŕřěăšőř ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ V ŋă W ćďőńĳ U, őšőąřăęă¿źĺľ v = u + w ć w, ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě P(V ) −→ P(W ), ŕěřěćőď£źěě ⟨v⟩ ć ⟨w⟩ (ŕřăćĺńő łőřřěłšŋő, š.ł. λv = λu + λw ĺ ćś£łĺľ ćěłšőř ĺğ łńăśśă ⟨v⟩ ŕěřěţőďĺš ć ćěłšőř ĺğ łńăśśă ⟨w⟩). İšő őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺřőćăŋĺěň P_n ŋă H_W ś űěŋšřőň ć H_U . Őŋő ŕěřěćőďĺš ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş ⟨v⟩ ∈ P(V ) ć šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ś H_W šőľ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ, łőšőřă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ ⟨v⟩ ĺ ŕěřěśěłăěš ĺ H_U ĺ H_W . 2.2. Ŕřőěłšĺćŋżě őŕěřăšőřż. Ŕřőěłšĺřőćăŋĺě £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ńĺŋěľŋőčő

ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ĺńĺ, łăł čőćăřĺćăńĺ ć śšăřĺŋş, łőńńĺŋěăűĺĺ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, šăłőćżň £ćń£ěšś£ ćś£łőě őšőąřăęěŋĺě

F : P(V ) −→ P(V ),

ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ŋěŋşńěćżň ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň F : V −→ V ŕő ŕřăćĺńş F (⟨v⟩) = ⟨F v⟩ Ğăďăůă 8.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ŕřăćĺńő łőřřěłšŋő.

2.2.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ ŋěŋşńěćżě őŕěřăšőřż F ĺ G ğăďă¿š őďŋő ĺ šő ęě ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć P(V ). Ěśńĺ őąřăğ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺě őšńĺůěŋ őš šőůłĺ, šő F = λG ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 ≠ λ ∈ k, š.ě. ⟨F ⟩ = ⟨G⟩ ć P(Hom(V, V )).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő F ĺ G ŋě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, ĺňě¿š ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě ďćşňěřŋżľ őąřăğ, ĺ ďěľśšćĺě F ĺ G ć P(V ) śőćŕăďăěš. Šőčďă dim V > 2, ĺ şňŋőęă£ G ŋă łőŋśšăŋšş, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ć V ŋăľďşšś£ ďćă ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřă e_1 ĺ e_2, šăłĺě, ůšő F (e_1) = G(e_1) = v_1 , F (e_2) = v_2 , G(e_2) = λv_2,

ŕřĺů-ěň v_1 ĺ v_2 ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż ĺ λ ≠ 1. Ŋő šőčďă

F (⟨e_1 + e_2⟩) = ⟨v_1 + v_2⟩ ≠ ⟨v_1 + λv_2⟩ = G(⟨e_1 + e_2⟩).

Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Őąřăšĺňżě ńĺŋěľŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺŋďşűĺřş¿šś£ ć šőůŋőśšĺ őąřăšĺňżňĺ ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺ ŋăğżćă¿šś£ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ăćšőňőřťĺğňăňĺ. Őŋĺ śőśšăćń£¿š čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£, łőšőřă£ őąőğŋăůăěšś£ PGL(V ) ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕőľ. Ć ůăśšŋőśšĺ, čřşŕŕă łńăśśőć ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ňăšřĺű

PGLn(k) = PGL(k^n) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł čřşŕŕş őąřăšĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋ

őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ć P_n.

Ťĺłśăűĺ£ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ć P(V ) ğăďă-ěš ĺğőňőřťĺğň PGL(V ) −→ PGL_n(k). 2.2.2. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă PGL2(k) ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě ďřőąŋő ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ăťťĺŋŋőľ ŕř£ňőľ A^1 (k). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćłńăďżćă£ A^1 ć P_1 ś őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (t_0 : t_1) ć łăůěśšćě śšăŋďăřšŋőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšż U_1 = {t_1 = 1} ś ăťťĺŋŋőľ łőőřďĺŋăšőľ x = t_0/t_1, ňż ňőęěň ğăŕĺśżćăšĳ ćś£łĺľ őŕěřăšőř F : ( t_0 t_1 ) → ( a b c d ) ( t_0 t_1 ) ć ćĺďě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż ăťťĺŋŋőľ łőőřďĺŋăšż: F : x → ax + b cx + d (ŕřĺ ¡šőň őůěćĺďŋő, ůšő ďćă őŕěřăšőřă śőćŕăďă¿š łăł ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż). Ć ůăśšŋőśšĺ, łőňŕőğĺűĺ¿ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ, ŕěřěňŋőęă£ ňăšřĺűż.

Ğăďăůă 8.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă ďřőąŋő-ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, ŕěřěćőď£źă£ 3 (ŕřőĺğćőńĳŋżě) ďăŋŋżě šőůłĺ ć šřĺ ďřşčĺě (ŕřőĺğćőńĳŋżě) ğăďăŋŋżě šőůłĺ.

Ğăďăůă 8.7. Ŕşśšĳ (x : y) | őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă P_1. Ďćőľŋżň őšŋőÿěŋĺěň şŕőř£ďőůůěŋŋőľ ůěšć-ěřłĺ šőůěěł {P_1, P_2, P_3, P_4} ⊂ P_1 ś łőőřďĺŋăšăňĺ P_i = (x_i, y_i) ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă

(P_1, P_2, P_3, P_4) =

(x_1y_3 − y_1x_3)/(x_2y_3 − y_2x_3) (x_1y_4 − y_1x_4)/(x_2y_4 − y_2x_4)

Ďőłăęĺšě, ůšő šőůłă P_4 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕěřěţőďĺš ć šőůłş Q_4 ŕřĺ łőńńĺŋěăűĺĺ,ŕěřěćőď£źěľ P_1, P_2, P_3 ć Q_1, Q_2, Q_3 śőőšćěšśšćěŋŋő, łőčďă

(P_1, P_2, P_3, P_4) = (Q_1, Q_2, Q_3, Q_4)

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ ćżšěłăěš, ůšő ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ăćšőňőřťĺğňăţ ŕř£ňőľ. Ąőńěě šőčő, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ŕřőěłšĺćŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ P_n ůěšżřě šőůłĺ, ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ŕěřěţőď£š ć ůěšżřě šőůłĺ, ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě šőůěł őąřăğőć ďőńęŋő ążšĳ řăćŋő ďćőľŋőňş őšŋőÿěŋĺ¿ šőůěł-ŕřőőąřăğőć (ĺąő ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă ŕř£ňş¿ ĺŋďşűĺřşěšś£ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺğ őďŋőľ ŕř£ňőľ ć ďřşčş¿, ă šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň őąřăğőć šř-ěţ šőůěł). Šěň śăňżň, ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě £ćń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ůěšżř-ěţ šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă ŕř£ňőľ (š.ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă śĺśšěňż łőőřďĺŋăš). Ć śńşůăě, łőčďă (a, b, c, d) = −1 , šőůłĺ a ĺ b ŋăğżćă¿šś£ ăŋčăřňőŋĺůŋżňĺ šőůłăň c ĺ d.

2.3. Ŕřőěłšĺćŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Ŕőśłőńĳłş ďćă ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńă α, β ∈ V^∗ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, łőčďă ĺţ ňŋőęěśšćőň ŋşńěľ £ćń£ěšś£ őďŋă ĺ šă ęě čĺŕěřŕńőśłőśšĳ L ⊂ V , šőůłĺ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P(V^∗) ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ŕřőěłšĺćŋżň čĺŕěřŕńőśłőśš£ň ć P(V ).

Ěśńĺ P_n = P(V ), šő P(V^∗) ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ĺ őąőğŋăůăěšś£ P^∨_n. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ V ⊃ U ←→ AnnU ⊂ V^∗ ĺŋďşűĺřşěš ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć P_n ĺ P^∨_n, ŕřĺ łőšőřőľ k-ňěřŋżň ŕńőśłőśš£ň ć P_n ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š n − k-ňěřŋżě ŕńőśłőśšĺ ć P^∨_n, ĺ śőőšćěšśšćěŋŋżě ŕńőśłőśšĺ £ćń£¿šś£ ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ňĺ ăŋŋşń£šőřőć ďřşč ďřşčă.

İšă ďćőľśšćěŋŋőśšĳ őąřăźăěš ćłń¿ůěŋĺ£ ĺ ŕěřěćőďĺš ŕěřěśěůěŋĺ£ ć ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ (ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ⊂ P_n ŋăğżćăěšś£ ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć P_n, śőďěřęăźĺţ M).

Ğăďăůă 8.8. Ďőłăęňĺšě, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőęěśšćă šőůěł

M ⊂Pn ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋă ăŋŋşń£šőřş ¡šőčő ňŋőęěśšćă Ann M ⊂P^∨_n.

x3. Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺłă őśŋőćŋőčő ŕőń£ k őšńĺůŋă őš 2. 3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďňŋőęěśšćő Q ⊂ Pn = P(V ), £ćń£¿źěěś£ ňŋőęęěśšćőň ŋşńěľ łăłőčőńĺąő ŋěŋşńěćőčő őďŋőřőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă q(V ) śšěŕěŋĺ 2 őš łőőřďĺŋăš ŋă V , ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćŋőľ łćăďřĺłőľ

Őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ćšőřőľ śšěŕěŋĺ őš łőőřďĺŋăš ŋă V ŋăğżćă¿šś£ łćăďřăšĺůŋżňĺ ťőřňăňĺ. Ŕřĺ ńĺŋěľŋőľ őďŋőřőďŋőľ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă őśšă-ěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ, ă q(v) = 0 ⇔ q(λv) = λ^2q(v) = 0. Ŕő¡šőňş őŕřěďěńěŋĺěě ŕřőěłšĺćŋőľ łćăďřĺłĺ łőřřěłšŋő, ĺ śćőľśšćő ťĺčşřż Q ⊂ P_n ążšĳ łćăďřĺłőľ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš.

Ğăďăůă 8.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďń£ šőčő, ůšőąż q(t) ∈ k[t_0, t_1, . . . , t_n] ążń łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ć k[λ, t_0, t_1, . . . , t_n] ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő q(λt_0, λt_1, . . . , λt_n) = λ^2q(t_0, t_1, . . . , t_n).

Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺńĺ ďőćőńĳŋő ŕőďřőąŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň. Śěľůăś ňż ćż£śŋĺň čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ¡šőľ šěőřĺĺ.

Ŕřĺ ¡šőň, łăł ĺ ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ňż ąşďěň śćőąőďŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő ğăďăŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q(v) ŋă V řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿ ŋă V śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B_q(v, w) = 1 2 (q(v + w) − q(v) − q(w)) ŋăğżćăěňőľ ŕőń£řĺğăűĺěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q. Šăł, ğŋăůěŋĺě q ŋă ćěłšőřě v ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ć łőőřďĺŋăšăţ ŕő ťőřňşńě

q(v) = (v)^tG(v) = n∑ μ,ν=0 g_{μν} t_μt_ν čďě (v) = (t_μ) | śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă v, ă G = (g_{μν} ) = (B_q(e_μ, e_ν)) | śĺňňěšřĺůěśłă£ ňăšřĺűă Čřăňă ŕőń£řĺğăűĺĺ B_q ťőřňż q.

3.2. Ćğăĺňőďěľśšćĺě łćăďřĺłĺ ĺ ŕř£ňőľ. Ŕşśšĳ ŕř£ňă£ l = P(L) ⊂ P(V ) £ćń£ěšś£ ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěłšőřőć u ĺ v (š.ě. ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłĺ ⟨u⟩ ĺ ⟨v⟩). Ŕěřěśěůěŋĺě l ∩ Q ğăďă-ěšś£ ć P(L) őčřăŋĺůěŋĺěň ťőřňż B_q ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L ĺ űěńĺłőň őŕřěďěń£ěšś£ ňăšřĺűěľ Čřăňă

G_L = ( B_q(u, u) B_q(u, v) B_q(u, v) B_q(v, v) )

Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ć L ňőęŋő ćżąřăšĳ ďřşčőľ ąăğĺś (e_1, e_2) = (u, v) · C (čďě C = GL_2(k)) ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď

G^′_L = ( a 0 0 b ) čďě ab = det G_L · det^2C.

Ćőğňőęŋż 4 śńşůă£:

3.2.1. GL ŋěćżřőęďěŋă ĺ − det GL ŋě łćăďřăš ć k. Šőčďă ab ≠ 0 ĺ ťőřňă at^2_0 + bt^2_1 ăŋĺğőšřőŕŋă, ĺąő şřăćŋěŋĺě at^2_0 + bt^2_1 = 0 řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ( t_0 t_1

)_2 = −ab · ( 1 a )_2

Ŕřăćă£ ůăśšĳ ğďěśĳ ŕő ňőďşń¿ łćăďřăšőă ć k ěśšĳ − det G_L.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě ŕěřěśěůěŋĺě ŕşśšő: l ∩ Q = ∅.

3.2.2. GL ŋěćżřőęďěŋă ĺ − det GL łćăďřăš ć k. Ć ¡šőň śńşůăě ĺ (−ab), ă ğŋăůĺš ĺ ( − ba ) ąşďşš łćăďřăšăňĺ ć k.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě l ∩ Q śőśšőĺš ĺğ ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůěł

(t_0 : t_1) = (± √ b a : 1)

3.2.3. GL ćżřőęďěŋă, ŋő őšńĺůŋă őš ŋşń£. Ć ¡šőň śńşůăě b = 0, ŋő a ≠ 0 ĺ őčřăŋĺůěŋĺě

Q ŋă L £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň łćăďřăšőň at^2_0 = 0, ă śšăńő ążšĳ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŋşńĳ (0 : 1) łřăšŋőśšĺ 2. Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő ŕř£ňă£ l łăśăěšś£ Q ć ¡šőľ ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě.

3.2.4. GL ≡ 0. Ć ¡šőň śńşůăě L ĺğőšřőŕŋő ĺ l ⊂ Q. Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ

3.2.5. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕř£ňă£ l ńĺąő ŋě ŕěřěśěłăěšś£ ś łćăďřĺłőľ, ńĺąő ńěęĺš ŋă ŋěľ, ńĺąő ŕěřěśěłăěš ě-ě ć ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůłăţ, ńĺąő łăśăěšś£ ě-ě ć ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě. İšĺ ćőğňőęŋőśšĺ ŕőŕăřŋő ĺśłń¿ůă¿š ďřşč ďřşčă ĺ ďřşčĺţ ćőğňőęŋőśšěľ ŋěš.

3.2.6. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ŕř£ňă£ ĺňěěš ś łćăďřĺłőľ šřĺ řăğńĺůŋżţ őąźĺţ šőůłĺ, šő őŋă ńěęĺš ŋă ¡šőľ łćăďřĺłě űěńĺłőň.

3.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕř£ňă£ ŋăğżćăěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ł łćăďřĺłě, ěśńĺ őŋă ńĺąő ńěęĺš ŋă ŋěľ, ńĺąő łăśăěšś£ ě-ě ć őďŋőľ šőůłě.

3.4. Šěőřěňă. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕř£ňżţ, łăśăšěńĳŋżţ ł łćăďřĺłě Q = {(w) ∈ P(V ) | B_q(w, w) = 0} ĺ ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş p = ⟨v⟩ ∈ Q, ğăňěšăěš ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć

P(V ) łőřăğňěřŋőśšĺ 6 1, śőćŕăďă¿źěě ś {⟨u⟩ ∈ P(U) | B_q(u, v) = 0} = Annϱ_B(v) Őąőğŋăůěŋĺě. İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őąőğŋăůăěšś£ T_pQ ĺńĺ T_V Q ĺ ŋăğżćăěšś£ łăśăšěńĳŋżň

ŕřőśšřăŋśšćőň ł łćăďřĺłě Q ć šőůłě p.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ q = ⟨u⟩. Łăł ňż ćĺďěńĺ, ŕř£ňă£ (p, q) (čďě p = ⟨v⟩ ∈ Q) łăśăěšś£

Q ć šőůłě p ĺńĺ ńěęĺš ŋă Q ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ňăšřĺűă Čřăňă ( B(u, u) B(u, v) B(u, v) 0 ) ćżřőęďěŋă. İšő řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ B(u, v) = 0, ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ. 3.5. Ŕřőśšżě ĺ őśőążě šőůłĺ. Šőůłă p = ⟨v⟩ ∈ Q ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšőľ, ěśńĺ TpQ ≠

P(V ), š.ě. £ćń£ěšś£ ŋăśšő£źěľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ łőřăğňěřŋőśšĺ 1. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő

ϱ_B(v) ≠ 0 ć V^∗, š.ě. ůšő v ŋě ńěęĺš ć £ďřě ťőřňż B.

Šőůłĺ s = ⟨w⟩, ć łőšőřżţ T_sQ = P(V ), š. ě. śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋăğżćă¿šś£ őśőążňĺ. Ňŋőęěśšćő őśőążţ šőůěł őąőğŋăůăěšś£ SingQ = {s = ⟨w⟩ ∈ Q | ϱ_B(w) = 0} ĺ śőćŕăďăěš ś ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ £ďřă ťőřňż B : SingQ = P(kerB)

Łćăďřĺłă ŋăğżćăěšś£ ŋěőśőąőľ ĺńĺ ŋěćżżřőęďěŋŋőľ, ěśńĺ SingQ = ∅. Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŕşśšă£ łćăďřĺłă ŋěőśőąă, ĺ őśőąă£ łćăďřĺłă ćśěčďă ŋěŕşśšă.

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő SingQ ⊂ Q ňőęěš ążšĳ čěőňěšřĺůěśłĺ őţăřăłšěřĺğőćăŋő šăłęě łăł čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł s, šăłĺţ, ůšő ∀q ∈ Q ŕř£ňă£ (sq) ⊂ Q. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šő şśńőćĺě ć šőůŋőśšĺ řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ćś£łă£ ŕř£ňă£ ć P(V ), śőďěřęăźă£ s, £ćń£ěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ł łćăďřĺłě (š.ě. řăćěŋśšćş T_sQ = P(V )).

3.6. Šěőřěňă. Ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H ⊂ P(V ), ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş SingQ, ŕěřěśěłăěš Q ŕő ŋěćżřőęďěŋŋőľ (ćőğňőęŋő, { ŕşśšőľ) łćăďřĺłě Q^′ = H ∩Q, šăł ůšő łćăďřĺłă Q ěśšĳ őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă SingQ ⊂ P(V ) ĺ šőůłĺ ŋěłőšőřőľ ŋěőśőąőľ łćăďřĺłĺ Q^′ ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě H.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Q^′ = H ∩ Q ŋěőśőąă. Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł, ĺ

∃p ∈ H : ∀q^′ ∈ Q^′ (p, q) ⊂ Q^′. Ďőłăęěň, ůšő šőčďă p ąşďěš őśőąőľ šőůłőľ ĺ ďń£ Q, š.ě. ůšő ∀q ∈ Q (p, q) ⊂ Q. Ďń£ ¡šőčő śŕřőěłšĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş q ∈ Q ŋă H ĺğ SingQ: ĺňěěšś£, łăł ňż ćĺďěńĺ ć n^o 2.1.3, ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕř£ňă£, łőšőřă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ q ĺ ŕěřěśěłăěš SingQ ĺ H; ŕşśšĳ s ∈ SingQ ĺ q^′ ∈ H | ¡šĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£. Ŕőśłőńĳłş s ∈ SingQ, ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő (sq) ⊂ Q, š.ě. q^′ ∈ Q^′ (śň. řĺś. 8{Ě). Ŋő šőčďă (q^′p) ⊂ Q^′ ⊂ Q. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŕř£ňă£ (pq) ğăňěšăěšś£ šőůłăňĺ śćőěčő ŕěřěśěůěŋĺ£ śő ćśěćőğňőęŋżňĺ ŕř£ňżňĺ (sx) ś x ∈ (pq^′) ⊂ Q^′ ⊂ Q. Ŋő ćśě šăłĺě (sx) ńěęăš ŋă Q. Śńěďőćăšěńĳŋő, (p, q)⊂Q. � Ŕşśšĳ H ĺ L | ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć P_n. Ťĺčşřă, ğăňěšăěňă£ ćśěňĺ ŕř£ňżňĺ, ŕěřěśěłă¿źĺňĺ L ĺ łăłş¿-ńĺąő ťĺčşřş ˘ ⊂ H ŋăğżćăěšś£ łőŋşśőň ś ćěřÿĺŋőľ L ĺ őśŋőćăŋĺěň ˘.. Ĺŋăůě šăłőľ łőŋşś ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łăł ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ťĺčşřż ˘ őšŋőśĺšěńĳŋő őšőąřăęěŋĺ£ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ P_n ĺğ L ŋă H. Ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ ŕřěďżďşźă£ šěőřěňă ŕěřěťőřňşńĺřşěšś£ šăł: � � � � �

� � � � � QQ QQ Q � � �

r

r

r r Sing Q

H s

q

q^′ p

Řĺś. 8{Ě. Q ∩ H.

3.6.1. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ łćăďřĺłă ć Pn ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŋşś, ćěřÿĺŋă łőšőřőčő śőćŕăďăěš ś ŕřőśšřăŋśšćőň őśőążţ šőůěł ¡šőľ łćăďřĺłĺ, ă őśŋőćăŋĺěň £ćń£ěšś£ ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ć ń¿ąőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě.

3.7. §ğżł ťőřňşń. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ćś£łş¿ łćăďřĺłş ć Pn ć ŕőďţőď£źĺţ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ şřăćŋěŋĺěň

q(t_0, t_1, t_2, . . . , t_n) = h(t_0, t_1, t_2, . . . , t_{2i+1)}) + α(t_{2i+2}, . . . , t_r) , čďě α(t_{2i+2}, . . . , t_r) | ăŋĺğőšřőŕŋă£ (š.ě. ŋě őąřăźă¿źă£ś£ ć ŋşńĳ ŋĺčďě łřőňě ŋşń£) ťőřňă, ă

h(t_0, t_1, t_2, . . . , t_{2i+1}) = t_0t_{i+1} + t_1t_{i+2} + · · · + t_it_{2i+1}

| čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ťőřňă. Ůĺśńő r £ćŋő şůăśšćş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋő řăŋčş śőőšćěšśšćşźěľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B_q(v, w). Ůĺśńő 2i+2 řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ťőřňż B_q, šăł ůšő i |¡šő řăğňěřŋőśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ŋě şůăśšćş¿źĺţ ć ťőřňşńě őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ (t_{r+1}, . . . , t_n) śőśšăćń£ěš £ďřő ťőřňż B_q. Ůĺśńő i ŋăğżćăěšś£ ĺŋďěłśőň ťőřňż ĺ řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ťőřňż q. Ěśńĺ ťőřňă q ăŋĺğőšřőŕŋă, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ě-ě ĺŋďěłś řăćŋżň −1.

Ğăďăůă 8.10. Şśňőšřĺšě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ťőřňşńż, ůšő ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ £ďřă śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň őśőążţ šőůěł, ĺ ůšő łćăďřĺłă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŋşś ś ćěřÿĺŋőľ ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŋěőśőąőľ łćăďřĺłőľ ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕěřěňěŋŋżţ (t_0, t_1, t_2, . . . , t_{2i+1}) (¡šă ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ğăďă-ěšś£ šěň ęě śăňżň şřăćŋěŋĺěň!)¿ Őśšăŋőćĺňś£ ąőńěě ŕőďřőąŋő ŋă ŋěőśőążţ łćăďřĺłăţ. Ćś£łă£ šăłă£ łćăďřĺłă ěśšĳ ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ňŋőęěśšćă ĺğőšřőŕŋżţ ćěłšőřőć ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż. Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ćż£śŋĺńĺ, ůšő ćś£łĺľ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ ńěęĺš ć ŋěłőšőřőň ňăłśĺňăńĳŋőň ĺğőšřőŕŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ă ćśě šăłĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺňě¿š őďŋş ĺ šş ęě řăğňěřŋőśšĳ ĺ šřăŋğĺšĺćŋő ŕěřěćőď£šś£ ďřşč ć ďřşčă ĺğőňěšřĺ£ňĺ ťőřňż.

Ŋă čěőňěšřĺůěśłőň £ğżłě ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ěśšĳ ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, űěńĺłőň ńěęăźěě ŋă łćăďřĺłě. Ňăłśĺňăńĳŋă£ ĺğ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺţ ŕřőśšřăŋśšć ŋăğżćăěšś£ ŕńăŋăřŋőśšĳ¿ łćăďřĺłĺ. Ňż ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕńăŋăřŋőśšĳ ŕşśšőľ łćăďřĺłĺ řăćŋă −1. Ŕńăŋăřŋőśšĳ ŋěŕşśšőľ ŋěőśőąőľ łćăďřĺłĺ śőćŕăďăěš ś ĺŋďěłśőň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, ğăďă¿źěľ ¡šş łćăďřĺłş.

Ŋăłőŋěű, ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ ĺğőňěšřĺľ ťőřňż B_q(v, v) | ¡šő ŕřőěłšĺćŋżě ăćšőňőřťĺğňż

Pn, łőšőřżě ŕěřěćőď£š łćăďřĺłş ć śěą£. Ňŋőęěśšćő ćśěţ šăłĺţ ăćšőňőřťĺğňőć őąřăğşěš

čřşŕŕş, ŋăğżćăěňş¿ čřşŕŕőľ (ŕřőěłšĺćŋżţ) ăćšőňőřťĺğňőć łćăďřĺłĺ Q.

Šăłĺň őąřăğőň ăńčěąřăĺůěśłĺě řěğşńĳšăšż ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ć čěőňěšřĺůěśłőň łőŋšěłśšě ňőęŋő ŕőďżšőęĺšĳ ć ćĺďě šěőřěňż:

3.8. Šěőřěňă. Ŋěőśőąă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺŋďěłśă i őŕřěďěń£ěš ć Pn łćăďřĺłş, ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş łőšőřőľ ŕřőţőďĺš i-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, űěńĺłőň ńěęăźěě ŋě łćăďřĺłě. Čřşŕŕă ŕřőěłšĺćŋżţ ăćšőňőřťĺğňőć łćăďřĺłĺ ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć šřăŋğĺšĺćŋő. Ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ ąőńĳÿě, ůěň i, ŋă łćăďřĺłě ŋě ńěęĺš (ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ i = −1 łćăďřĺłă ŕşśšă). Ĺŋďěłś i ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ń¿ąőě ğŋăůěŋĺě ć ŕřěďěńăţ −1 6 i 6 [n/2].

3.9. Ŕěřěśěůěŋĺě łćăďřĺłĺ ś łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿. Ůšőąż řőńĳ ăńčěąřż ŋě ćżčń£ďěńă śńĺÿłőň ŕřěşćěńĺůěŋŋőľ, ňż ďăďĺň śěľůăś ŋě őŕĺřă¿źěěś£ ŋă řěğşńĳšăšż ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćŋőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż | ő ść£ğĺ ňěęďş ĺŋďěłśőň ĺ ŕńăŋăřŋőśšĳ¿.

3.10. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ Q | ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă i ć P^n = P(v). Šőčďă:

ă) Q ŋě śőďěřęĺš ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ > i;

ą) Ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş p ∈ Q ŕřőţőďĺš (i − 1)-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőďěřęăźěěś£ ć Q.

ć) İšĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś (i−2)-ňěřŋżňĺ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ńěęăźĺňĺ ŋă ŋěőśőąőľ łćăďřĺłě ĺŋďěłśă (i − 1) ć

P^{n−2}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő n ĺ i. Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćś£łă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă 0 (ğăďăćăěňă£ ăŋĺğőšřőŕŋőľ ťőřňőľ) ŕşśšă, ń¿ąă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć P_0 ŕşśšă, ă ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă 1 ć P_1 śőśšőĺš ĺğ ŕăřż řăğńĺůŋżţ šőůěł. Ĺŋďşłšĺćŋżľ ŕěřěţőď őśŋőćăŋ ŋă šőň, ůšő ćś£łőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕřőţőď£źěě ůěřěğ šőůłş ⟨v⟩ ∈ Q ĺ ńěęăźěě ŋă Q ńěęĺš ć T_V Q ∩ Q.

3.10.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ Q | ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă i > 1 ć P^n ĺ ⟨v⟩ ∈ Q. Šőčďă

T_V Q ∩ Q £ćń£ěšś£ łőŋşśőň ś ćěřÿĺŋőľ ć šőůłě ⟨v⟩ ŋăď ŋěőśőąőľ łćăďřĺłőľ ĺŋďěłśă (i − 1) ć

P^{n−2}, ćńőęěŋŋőň ć TV Q ć łăůěśšćě ŕřőĺğćőńĳŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ŋě śőďěřęăźěľ v.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ T_V Q = P(U), čďě U = Annρ_B(v) = ⟨v⟩^⊥ = {w ∈ V | B(w, v) = 0}, ă B | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ğăďă¿źă£ Q. Ňż ĺŋšěřěśşěňś£ śšřşłšşřőľ őčřăŋĺůěŋĺ£ B_U ťőřňż B ŋă U. Šăł łăł B(v, v) = 0 (ĺąő ⟨v⟩ ∈ Q), šő v ∈ U ĺ v ∈ ker B_U . Ćżąěřěň ć V ćěłšőř w ∉ U, šăł ůšő V = U ⊕ ⟨w⟩. Ěśńĺ ąż dimker B_U > 2, šő ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺňěńő ąż ŋěŋşńěćőě ŕěřěśěůěŋĺě ś čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ U = Annρ_B(w) = ⟨w⟩^⊥ , ĺ ćěłšőř ĺğ ¡šőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ążń ąż őřšőčőŋăńěŋ ćśěňş V ćőŕřěłĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ Q. Šěň śăňżň, ker B_U | őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě V .

Ćżąěřěň ć U (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W , šřăŋśćěřśăńĳŋőě ł v, šăł ůšő U = ⟨v⟩ ⊕ W . Őčřăŋĺůěŋĺě B_W ťőřňż B ŋă W ąşďěš (ŕő šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőňş) ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ, šăł ůšő V = W ⊕ W^⊥ ĺ őčřăŋĺůěŋĺě B ŋă W^⊥ šăłęě ŋěćżřőęďěŋő. Ŕőśłőńĳłş ć W^⊥ ěśšĳ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř v, ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕńőśłőśšĺ H_2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺŋďěłś ťőřňż B_W řőćŋő ŋă 1 ňěŋĳÿě ĺŋďěłśă ťőřňż B ŋă V . � Šěőřěňă ćżšěłăěš ĺğ ńěňňż ŋěňěďńěŋŋő: ňăłśĺňăńĳŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ńěęăźěě ć T_V Q ∩ Q ďőńęŋő ążšĳ łőŋşśőň ś ćěřÿĺŋőľ ć ⟨v⟩ ŋăď ňăłśĺňăńĳŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ńěęăźĺň ŋă ŋěőśőąőľ łćăďřĺłě ĺŋďěłśă (i − 1) ć P^{n−2} ⊂ T_V Q. � 3.10.2. Śńěďśšćĺě. Ďćě łćăďřĺłĺ ć Pn šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕěřěćőď£šś£ őďŋă ć ďřşčş¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺğ PGL_n, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ řăŋč ĺ ĺŋďěłś.

3.10.3. Śńěďśšćĺě. Ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ńĺąő ŕşśšă, ńĺąő ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŋěŕşśšă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă śőďěřęĺšś£ ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ

H, šő H = T_V Q ∀⟨v⟩ ∈ Q ĺ Q = Q ∩ T_V Q ďőńęŋă ążšĳ őśőąőľ.

3.10.4. Śńěďśšćĺě. SingQ = ⋂ v∈Q T_V Q 3.11. Łőňŕńěłśŋżě łćăďřĺłĺ. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň łćăďřĺłă őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ďěľśšćĺ£ PGL őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺň řăŋčőň, ŕőśłőńĳłş ∀n ĺňěěšś£ čěőňěšřĺůěśłĺ ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ć P_n. Ć ŕőďţőď£źĺţ łőőřďĺŋăšăţ őŋă ğăďă-ěšś£ şřăćŋěŋĺěň t^2_0 + t^2_1 + · · · + t^2_n = 0

łőšőřőě ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ňőęŋő ŕřěőąřăğőćăšĳ ł ćĺďş

t^2_0 + · · · + t^2n�1_2 − t^2n+1_2 − · · · − t^2_n = 0

ă ŕřĺ ů-ěšŋőň n ł ćĺďş t^2_0 + · · · + t^2n_{2 −1} − t^2n_2 − · · · − t^2_{n−1} − t^2_n = 0

3.11.1. Śńěďśšćĺě. Ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş ŋěőśőąőľ łćăďřĺłĺ ć Pn ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ŕřőţőďĺš [^{n−1}_2 ] | ňěřŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ, ńěęăźă£ ŋă łćăďřĺłě, ă ŕńőśłőśšěľ ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ŋă šăłőľ łćăďřĺłě ŋěš.

3.12. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ŕőńě k { ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő. Šőčďă ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć

P0 | ŕşśšă, ć P1 | śőśšőĺš ĺğ ŕăřż šőůěł, ć P2 | ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łřĺćş¿ t^2_0 + t^2_1 + t^2 = 0,

ŋě śőďěřęăźş¿ ŕř£ňżţ ĺ ŋăğżćăěňş¿ łőŋĺłőľ. Ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć P_3 ňőęěš ążšĳ ğăďăŋă şřăćŋěŋĺěň t_0t_3 = t_1t_2

ĺ ŋě śőďěřęĺš ŕńőśłőśšěľ. Ůěřěğ łăęďş¿ ě-ě šőůłş ŕřőţőďĺš ŕăřă ŕř£ňżţ | ě-ě ŕěřěśěůěŋĺě ś łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿. İšĺ ŕř£ňżě ńěčłő ğăďăšĳ £ćŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ. Ŕşśšĳ p = (p_0 : p_1 : p_2 : p_3) | ńěęĺš ŋă łćăďřĺłě. Šőčďă^{p0}_{p2} =^{p1}_{p3} ĺ^{p0}_{p1} =^{p2}_{p3} .

Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ŕěřćş¿ ŕăřş řăćŋżţ őšŋőÿěŋĺľ ůěřěğ α_0 : α_1, ă ćšőřş¿ | ůěřěğ β_0 : β_1, šő řăćěŋśšćă

t_0 : t_2 = t_1 : t_3 = α_0 : α_1 ĺ t_0 : t_1 = t_2 : t_3 = β_0 : β_1 (3-1)

łăł řăğ ĺ ğăďăďşš ŕăřş ŕř£ňżţ, ńěęăźĺţ ŋă łćăďřĺłě ĺ ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ć šőůłě p. Ąőńěě šőčő, łőőřďĺŋăšż (p_0 : p_1 : p_2 : p_3) ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ ŕő α_0 : α_1 ĺ β_0 : β_1 ŕő ťőřňşńăň

p_0 = α_0β_0 p_1 = α_0β_1 p_2 = α_1β_0 p_3 = α_1β_1 (3-2)

Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň α_0 : α_1 ∈ P_1 ĺ ń¿ąőň β_0 : β_1 ∈ P_1 şřăćŋěŋĺ£ (3- 1) őŕřěďěń£¿š ŕăřş ŕř£ňżţ, ńěęăźĺţ ŋă łćăďřĺłě t_0t_3 = t_1t_2 ĺ ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ć šőůłě p ś łőőřďĺŋăšăňĺ (3-2). Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ćśě α-ŕř£ňżě £ćń£¿šś£ ŕőŕăřŋő-śłřěźĺćă¿źĺňĺś£ ĺ ćśě β-ŕř£ňżě £ćń£¿šś£ ŕőŕăřŋő-śłřěźĺćă¿źĺňĺś£ (ĺŋăůě ůěřěğ šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ, śłăęěň, α-ŕř£ňżţ, ŕřőţőďĺńő ąż 3 ŕř£ňżě, ńěęăźĺě ŋă łćăďřĺłě | ¡šĺ ďćă, ďă ěź-ě βŕř£ňă£). Ňż ŕőńşůăěň

3.12.1. Śńěďśšćĺě. Ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć P3, ğăďăŋŋă£ şřăćŋěŋĺěň t0t3 = t1t2, ğăňěšăěšś£ ďćşň£ śěňěľśšćăňĺ ŕř£ňżţ, šăł ůšő łăęďă£ ŕř£ňă£ ĺğ őďŋőčő śěňěľśšćă ŕěřěśěłăěš łăęďş¿ ŕř£ňş¿ ĺğ ďřşčőčő śěňěľśšćă, ă ŕř£ňżě ĺğ őďŋőčő śěňěľśšćă ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿šś£. Łăęďőě śěňěľśšćő ŕř£ňżţ ěśšěśšćěŋŋő ŕăřăňěšřĺğşěšś£ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ šăł, ůšő śőŕőśšăćńěŋĺě ŕăřě ŕř£ňżţ ĺğ řăğŋżţ śěňěľśšć ĺţ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ őŕřěďěń£ěš ąĺěłűĺ¿

P1 × P1 ś řăśśňăšřĺćăěňőľ łćăďřĺłőľ.

Őšőąřăęěŋĺě P_1×P_1 → P_3 : (α_0 : α_1; β_0 : β_1) → (α_0β_0 : α_0β_1 : α_1β_0 : α_1β_1) őąřăğőň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ łćăďřĺłă t_0t_3 = t_1t_2 ŋăğżćăěšś£ ćńőęěŋĺěň Śěčřě.

3.13. Łćăďřĺłĺ ŋăď R. Ŋăď ŕőńěň R şęě ĺňě¿šś£ łćăďřĺłĺ ćśěţ ćőğňőęŋżţ ĺŋďěłśőć. Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ń¿ąş¿ ŋěőśőĳş¿ łćăďřĺłş ć ŕőďţőď£źĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě t^2_0 + · · · + t^2_{i−1} − t^2_i − · · · − t^2_{i−1} = t^2_i + · · · + t^2_n.

Šăłă£ łćăďřĺłă ĺňěěš ĺŋďěłś i ĺ łćăďřĺłĺ ś řăğŋżň i čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋż.

Šăł ć P_1 ĺňě¿šś£ 2 ŋěőśőążţ łćăďřĺłĺ: ŕăřă šőůěł t^2_0 − t^2_1 = 0 ĺ ŕşśšă£ t^2_0 + t^2_1 = 0. Ć P_2 šăłęě 2 ŋěőśőążţ łćăďřĺłĺ: ŕşśšă£ (ĺńĺ ňŋĺňă£ łőŋĺłă t^2_0 + t^2_1 + t^2 = 0 ĺ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ łőŋĺłă t^2_0 − t^2_1 = t^2 (ĺŋďěłśă 1). Ć P_3 ĺŋďěłś ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ šřĺ ğŋăůěŋĺ£: 0, 1 ĺńĺ 2. Ĺň śőőšćěšśšćş¿š ŕşśšă£ łćăďřĺłă t^2_0 + t^2_1 + t^2 + t^2_3 = 0, ¡ńńĺŕšĺůěśłă£ łćăďřĺłă t^2_0 − t^2_1 = t^2 + t^2_3 ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ łćăďřĺłă (ĺńĺ łćăďřĺłă Śěčřě) t_0t_3 = t_1t_2. İńńĺŕšĺůěśłă£ łćăďřĺłă ŋě śőďěřęĺš ŕř£ňżţ, ă łćăďřĺłă Śěčřě ğăňěšăěšś£ ďćşň£ śěňěľśšćăňĺ ŕř£ňżţ, łăł ążńő ŕőłăğăŋő ćżÿě.

3.14. Ăťťĺŋŋżě łćăďřĺłĺ. Ĺğ őŕĺśăŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ łćăďřĺł ŋěśńőęŋő ŕőńşůĺšĳ őŕĺśăŋĺě ăťťĺŋŋżţ łćăďřĺł ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć.

Ğăďăůă 8.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćńőęĺšĳ A^n ć P_n ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋőľ łăřšż, šő čřşŕŕă ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć A^n ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕőďčřşŕŕőľ ć PGL_n, ŕěřěćőď£źěľ ć śěą£ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋş¿ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ¡šőľ łăřšż.

Ğăďăůă ăťťĺŋŋőľ łńăśśĺťĺłăűĺĺ, šăłĺň őąřăğőň, śćőďĺšś£ ł őŕĺśăŋĺ¿ ćśěţ čěőňěšřĺůěśłĺţ řăğŋżţ ćżąőřőć ćğăĺňŋőčő řăśŕőńőęěŋĺ£ łćăďřĺłĺ ĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ řăğňěřŋőśšĺ 1 ć

Pn (¡šă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ĺ ąşďěš ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋőľ). Ěśńĺ ¡šă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ | łăśăšěńĳ-

ŋă£ ł łćăďřĺłě, šő śőőšćěšśšćş¿źă£ ăťťĺŋŋă£ łćăďřĺłă ŋăğżćăěšś£ ŕăřăąőńőĺďőň. Ěśńĺ őŋă ŋě £ćń£ěšś£ łăśăšěńĳŋőľ, šő ŕěřěśěłăěš łćăďřĺłş ŕő ŋěőśőąőľ łćăďřĺłě, ĺ ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ć ¡šőň śńşůăě ĺŋďěłśőň łćăďřĺłĺ, ŕőńşůă¿źěľś£ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ. Ěśńĺ ¡šőš ĺŋďěłś | ŋşńĳ, šő ăťťĺŋŋă£ łćăďřĺłă ŋăğżćăěšś£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőľ, ěśńĺ ŋě ŋşńĳ | šő čĺŕěřąőńĺůěśłőľ. Šăłĺň őąřăğőň ăťťĺŋŋă£ łćăďřĺłă őŕřěďěń£ěšś£ (őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ďěľśšćĺ£ ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕż) ĺŋďěłśőň śćőěľ ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ, šĺŕőň (ŕăřăąőńĺůěśłĺľ - ŋěŕăřăąőńĺůěśłĺľ) ĺ ĺŋďěłśőň ŕěřěśěůěŋĺ£ śćőěľ ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ ś ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿.

Ğăďăůă 8.12. Ďăľšě ŕőńŋżľ ŕěřěůěŋĳ ăťťĺŋŋő-ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżţ şřăćŋěŋĺľ łćăďřĺł

ć A^2 ĺ ć A^3 .

x4. Ŕőń£řĺšěšż

Ŕşśšĳ β : V −→ V^∗ | łőřřěń£űĺ£. Őŋă ĺŋďşűĺřşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ~β : P_n = P(V ) −→ P∨_n = P(V ∗). Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőń£řĺšěšőň (ĺńĺ ŕőń£řŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň, ěśńĺ łőřřěń£űĺ£ β ŋěćżřőęďěŋă ĺ śăňőśőŕř£ęěŋă.

4.1. Ŕőń£řŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Čěőňěšřĺůěśłĺ, ŋěćżřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě : P_n −→ P^∨_n ěśšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőŕőśšăćńěŋĺě šőůłăň P_n čĺŕěřŕńőśłőśšěľ^3 šăł, ůšőąż řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł ążńă

3Ĺąő šőůłă ĺğ Pṅ | ¡šő łńăśś ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă Pn

§4: Ŕőń£řĺšěšż 121

řăćŋă łőřăğňěřŋőśšĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ĺň čĺŕěřŕńőśłőśšěľ. Ŕřĺ ¡šőň čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŋěłőšőřőľ šőůłě, ŋăğżćăěšś£ ŕőń£řőľ ¡šőľ šőůłĺ, ă śăňă šőůłă | ŕőń¿śőň ¡šőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ.

Ğăďăůă 8.13. Ŕşśšĳ

β : V −→ V^∗ ĺ β^∗ : V^{∗∗} = V −→ V^∗

ŕăřă śőŕř£ę-ěŋŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć, ă

~β : P_n −→ P^∨_n ĺ ~β^∗ : P_n −→ P^∨_n

śőőšćěšśšćş¿źĺě ńĺŋěľŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ~β^∗-ŕőń£řă ŕřőĺğćőńĳŋő ğăďăŋŋőľ šőůłĺ P ěśšĳ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ~β-ŕőń¿śőć ćśěţ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş P . Ďăľšě ăŋăńőčĺůŋőě čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě ć šěřňĺŋăţ ~β ďń£ ~β^∗-ŕőń¿śă ŕřőĺğćőńĳŋő ğăďăŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ π.

Ĺğ ŕřĺćěď-ěŋŋőčő ć ğăďăůě čěőňěšřĺůěśłőčő őŕĺśăŋĺ£ ďćőľśšćěŋŋőľ łőřřěń£űĺĺ śřăğş śńěďşěš, ůšő ŋěćżřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě : P_n −→ P^∨_n šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőń£řĺšěšőň (š.ě. śĺňňěšřĺůŋő), łőčďă ďń£ ŋěčő śŕřăćěďńĺćă šěőřěňă ő ŕőń£řŋőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ.

4.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕřĺ ŕőń£řŋőň śőőšćěšśšćĺĺ šőůłă p šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęĺš ŋă ŕőń£řě šőůłĺ q, łőčďă šőůłă q ńěęĺš ŋă ŕőń£řě šőůłĺ p.

4.1.2. Ŕőń£řĺšěšż ĺ łćăďřĺłĺ. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůŋżţ łőřřěń£űĺľ : V −→ V^∗ ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋă V . Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ň ¡šő ďă-ěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŕőń£řĺšěšăňĺ ĺ łńăśśăňĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň.

Ůšőąż őŕĺśăšĳ ¡šő śőőšćěšśšćĺě čěőňěšřĺůěśłĺ, ćśŕőňŋĺň, ůšő łńăśś ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň łőřřěłšŋő ğăďă-ěš ŕřőěłšĺćŋş¿ łćăďřĺłş. İšă łćăďřĺłă ěśšĳ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ćěłšőřőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ śćőĺň ăŋŋşń£šőřăň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£řĺğăűĺĺ řăśśňăšřĺćăěňőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Ŕőśłőńĳłş łőřřěń£űĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě, łăł řăğ ĺ śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőřş ěčő ăŋŋşń£šőř, ňż ŕőńşůăěň

4.1.3. Şšćěřęďěŋĺě. Čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă śćőĺţ ŕőń£řăţ ŕřĺ ŋěłőšőřőň ŕőń£řŋőň śőőšćěšśšćĺĺ £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ łćăďřĺłőľ. İšĺň şśšăŋăćńĺćăěšś£ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş łćăďřĺłăňĺ ĺ ŕőń£řĺšăňĺ, śőčńăśőćăŋŋőě ś řăśśňăšřĺćăćÿĺňś£ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšć łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ĺ śĺňňěšřĺůŋżţ łőřřěń£űĺľ.

Šăłĺň őąřăğőň, čěőňěšřĺ£ ŕőń£řĺšěšőć ĺ čěőňěšřĺ£ łćăďřĺł | ďćă ńőčĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ £ğżłă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőń¿śă ĺ ŕőń£řż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£řĺšěšă, łăŋőŋĺůěśłĺ śőőšćěšśšćş¿źěčő ŋěłőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě q, ŋăğżćă¿šś£ ŕőń¿śăňĺ ĺ ŕőń£řăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő łćăďřĺłĺ q = 0. Šěň ŋě ňěŋěě, £ğżł ŕőń£řĺšěšőć ůăśšő őłăğżćăěšś£ ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěě, ĺąő őŋ čőřăğďő ąőčăůě. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ őśŋőćŋőě ŕőńě ŋě £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň (ă ¡šő ĺňěŋŋő šăł ć ÀőążůŋőľÁ ćěźěśšćěŋŋőľ čěőňěšřĺĺ), šő ĺňěěšś£ ňŋőčő łćăďřĺł, čěőňěšřĺůěśłĺ ŋěřăğńĺůĺňżţ, | śłăęěň, ŕşśšżţ. Ĺ ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő łćăďřĺłă ŕşśšă, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěľ ŕőń£řĺšěš £ćń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłĺ ćŕőńŋě ŋăąń¿ďăěňżň, ŕřĺů-ěň ăńčěąřăĺůěśłĺ řăğŋżň

(ŋěŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżň) ŕşśšżň łćăďřĺłăň ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ čěőňěšřĺůěśłĺ řăğŋżě ŕőń£řĺšěšż. Ŕşśšőšă śőőšćěšśšćş¿źĺţ łćăďřĺł ąşďěš ńĺÿĳ śćĺďěšěńĳśšćőň šőčő, ůšő ¡šĺ ŕőń£řĺšěšż ŋě ĺňě¿š šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă śćőĺţ ŕőń£řăţ.

Ğăďăůă 8.14. Čěőňěšřĺůěśłĺ őŕĺÿĺšě ŕőń£řĺšěšż ćěźěśšćěŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕşśšżň łćăďřĺłăň, ğăďăŋŋżň ć ŋěłőšőřőľ ăťťĺŋŋőľ ďěłăřšőćőľ łőőřďĺŋăšŋőľ śĺśšěňě şřăćŋěŋĺ£ňĺ x^2 + y^2 = −1, x^2 + 4y^2 = −1 ĺ x^2 + y^2 = −4.

Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ăńčěąřőľ ĺ čěőňěšřĺěľ őłăğżćăěšś£, łăł ćśěčďă, ăąśőń¿šŋżň ĺ ŋě šřěąş¿źĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ őčőćőřőł. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřěďżďşźă£ ğăďăůă ďőŕşśłăěš śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě ć őąźěň ćĺďě.

4.1.4. Şšćěřęďěŋĺě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ őšńĺůŋőľ őš 2 ŕőń£řă šőůłĺ p ∈P_n őšŋőśĺšěńĳŋő łćăďřĺłĺ Q ⊂P_n őŕĺśżćăěšś£ łăł ěďĺŋśšćěŋŋă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ć P_n, ćżśěłă¿źă£ ŋă Q šő ęě ňŋőęěśšćő šőůěł, ůšő ĺ ćśěćőğňőęŋżě łăśăšěńĳŋżě, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ł Q ĺğ šőůłĺ p.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ Q = {⟨v⟩∈ V | B(v, v) = 0} ĺ p = ⟨w⟩ . Ŕř£ňă£ (p, s), čďě s = ⟨u⟩ ∈ Q ąşďěš łăśăšĳś£ łćăďřĺłĺ ć šőůłě ⟨u⟩ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă B(u, w) = 0, š.ě. ć šőůŋőśšĺ šőčďă, łőčďă u ∈ Q ∩ P(Annϱ_B(w)). Ŋő P(Ann ϱ_B(w)) ¡šő ĺ ěśšĳ ŕőń£řă šőůłĺ p őšŋőśĺšěńĳŋő łőřřěń£űĺĺ ϱ_B. � 4.1.5. Ŕřĺňěř. Ďń£ šőčő ůšőąż ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŕőśšřőĺšĳ ŕőń£řş šőůłĺ

p, ńěęăźěľ ćŋě łřşčă, őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšĺ C, łőšőřă£ ¡šőš łřşč őčřăŋĺůĺćăěš, ŋăďő ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ ůěřěğ ďćě šőůłĺ łăśăŋĺ£ ś C ŕăřż łăśăšěńĳŋżţ, őŕşźěŋŋżţ ŋă C ĺğ p (ŕőůěňş?).

Ğăďăůă 8.15. Ŕőśšřőľšě (űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ) ŕőń£řş šőůłĺ, ńěęăźěľ ćŋşšřĺ łřşčă, ĺ ŕőń¿ś ŕř£ňőľ, ŋě ŕěřěśěłă¿źěľ łřşč.

x5. Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł.

Śĺňňěšřĺůŋżě łőřřěń£űĺĺ (ĺńĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż) ŋă (n + 1)-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V śăňĺ śőšăćń£¿š (n + 1)(n + 2)/2-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ěčő ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ąşďěš n(n + 3)/2-ňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ŕőń£řĺšěšőć (łăęďőľ ěčő šőůłě śőőšćěšśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŕőń£řĺšěš) ĺńĺ łăł ŕřőśšřăŋśšćő čěőňěšřĺůěśłĺţ łćăďřĺł (ěśńĺ őśŋőćŋőě ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő). Ŕěřćă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ šăćšőńőčĺůŋă, ćšőřă£ | ćőğňőęŋă ąńăčőďăř£ šőňş, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ďćě łćăďřăšĺůŋżţ ťőřňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, łőčďă őŋĺ ğăďă¿š őďŋş ĺ šş ęě łćăďřĺłş. Ňż ŋě ąşďěň ğďěśĳ ďőłăğżćăšĳ ¡šő şšćěřęďěŋĺě | ďőłăğăšěńĳśšćő ąěśţĺšřőśšŋő ĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋő, ŋő ŋěĺğąěęŋő čřőňőğďłő.

§ ŕřěďŕőůĺšă¿ čőćőřĺšĳ ő Àŕřőśšřăŋśšćě łćăďřĺłÁ, ă ŋě ő Àŕřőśšřăŋśšćě ŕőń£řĺšěšőćÁ, ĺ ŕő¡šőňş ąşďş ćś¿ďş ďăńěě śůĺšăšĳ őśŋőćŋőě ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň. 5.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćś£łőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě łćăďřĺł ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňőľ łćăďřĺł.

§5: Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł. 123

5.1.1. Ŕřĺňěř. Ćśě łćăďřĺłĺ, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş p ∈Pn śőśšăćń£- ¿š ńĺŋěľŋş¿ śĺśšěňş łőřăğňěřŋőśšĺ 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łő¡ťťĺűĺěŋšż łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż £ćń£¿šś£ őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě łćăďřĺł, ă şśńőćĺě ŕřőţőęďěŋĺ£ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş | ¡šő őďŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ńĺŋěľŋőě őďŋőřőďŋőě şśńőćĺě ŋă ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż (ŕřőďşňăľšě ¡šő őą£ğăšěńĳŋő!). İšőš ŕřĺňěř śőśšăćń£ěš ŕěřćżľ šřĺćĺăńĳŋżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ k = 0 ć śńěďş¿źěľ śěřĺĺ ŕřĺňěřőć:

Ğăďăůă 8.16. Ďőłăęĺšě, ůšő łćăďřĺłĺ, łăśă¿źĺěś£ ďăŋŋőčő k-ňěřŋőčő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕőďŕřőśšĳřăŋśšćă ( k = 1 , 2 , . . . , (n − 1) ) śőśšăćń£¿š ńĺŋěľŋş¿ śĺśšěňş.

Ĺšăł, ĺğşůěŋĺě ńĺŋěľŋőľ čěőňěšřĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă łćăďřĺł ŕőğćőń£ěš ŋăďě£šĳś£ ŕőńşůăšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ĺ şęě ŋěńĺŋěľŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě šěőřěňż ć ĺśţőďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (čďě ęĺćşš śăňĺ łćăďřĺłĺ łăł čěőňěšřĺůěśłĺě ťĺčşřż). Ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ęăřčőŋě šăłőľ ţőď ňżśńĺ ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š Àśů-ěšőň łőŋśšăŋšÁ, ŕőśłőńĳłş šĺŕĺůŋżľ ćőŕřőś ńĺŋěľŋőľ čěőňěšřĺĺ | ¡šő ćżůĺśńěŋĺě řăğňěśšĺ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

5.1.2. Ŕřĺňěř. Ůěřěğ ń¿ążě 5 šőůěł ŋă P2 ňőęŋő ŕřőćěśšĺ łćăďřĺłş, ŕřĺů-ěň ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň šőůěł ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ¡šă łćăďřĺłă ążńă ěďĺŋśšćěŋŋőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřőśšřăŋśšćő ŕńőśłĺţ łćăďřĺł ŕ£šĺňěřŋő, ă 5 čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ć ŕřőěłšĺćŋőň 5-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěčďă ĺňě¿š ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě, ŕřĺů-ěň ěśńĺ şřăćŋěŋĺ£ ¡šĺţ ŕńőśłőśšěľ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, šő ŕěřěśěůěŋĺě ąşďěš ŋşńĳňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, š.ě. őďŋőľ šőůłőľ.

5.1.3. Ŕřĺňěř. Ůěřěğ ń¿ążě 9 šőůěł ŋă P3 ňőęŋő ŕřőćěśšĺ łćăďřĺłş, ŕřĺů-ěň ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň šőůěł ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ¡šă łćăďřĺłă ążńă ěďĺŋśšćěŋŋőľ. Ěśńĺ ć łăůěśšćě ďěć£šĺ šőůěł ćğ£šĳ 3 čřşŕŕż ĺğ šř-ěţ šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă šř-ěţ řăğńĺůŋżţ ŕř£ňżţ (łăęďă£ čřşŕŕă | ŋă śćőěľ ŕř£ňőľ), šő ňż ŕőńşůĺň, ůšő ůěřěğ ń¿ążě 3 ŕř£ňżě ć P_3 ňőęŋő ŕřőćěśšĺ łćăďřĺłş.

Ğăďăůă 8.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šřĺ ŕř£ňżě ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿šś£, šő ŕřőţőď£- źă£ ůěřěğ ŋĺţ łćăďřĺłă ŋěőśőąă ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă.

Ğăďăůă 8.18. Ć ćěźěśšćěŋŋőň šř-ěţňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋż 4 ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿źĺěś£ ŕř£ňżě. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŕř£ňżţ, ŕěřěśěłă¿źĺţ łăęďş¿ ĺğ ůěšżř-ěţ ďăŋŋżţ? Şłăęĺšě ćśě ćőğňőęŋżě őšćěšż, ĺ őąž£śŋĺšě łăł őŋĺ ğăćĺś£š őš ĺśţőďŋőľ łőŋťĺčşřăűĺĺ ŕř£ňżţ (ć ůăśšŋőśšĺ, şłăęĺšě őšćěšż, şśšőľůĺćżě őšŋőśĺšěńĳŋő Àňăńżţ ÿěćěńěŋĺľÁ ĺśţőďŋőľ łőŋťĺčşřăűĺĺ).