Ńěłűĺ£ 7 Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż

.Łőřřěń£űĺĺ ĺ ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż .§ďřă ĺ ŋěćż-

řőęďěŋŋőśšĳ .Śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőć .Ĺğőňěšřĺĺ .Ťőřňż ĺ őŕěřăšőřż .Őřšőčőŋăńż ĺ ŕřőěłšőřż

.Ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă .Ŕřĺćěďěŋĺě łőśżţ ťőřň
.Ŕťăťťĺăŋ .Ěćłńĺďőćă, śĺňŕńěłšĺůěśłă£, łőňŕńěłśŋă£ ĺ

¡řňĺšőćă śšřşłšşřż .Ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň

.Šěőřěňă Ńăčřăŋęă .Čĺŕěřąőńĺůŋőśšĳ ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőśšĳ
.Őšřăęěŋĺ£ .Šěőřěňă Ćĺššă .Śĺčŋăšşřă ćěźěśšćěŋŋżţ

łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň .Ťőřňż ŋăď Z=pZ

x1. Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łőřřěń£űĺĺ.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ůěřěğ V őąőğŋăůăěšś£ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k ś chark ≠ 2.

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě B : V × V −→ k ŋăğżćăěšś£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ, ěśńĺ őŋő şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň: (i) B(λv, w) = λB(v, w) = B(v, λw) ∀v, w ∈ V ∀λ ∈ k (ii) { B(v_1 + v_2, w) = B(v_1, w) + B(v_2, w) ∀v_1, v_2, w ∈ V B(v, w_1 + w_2) = B(v, w_1) + B(v, w_2) ∀v, w_1, w_2 ∈ V

Šő, ůšő ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň ŕő łăęďőňş ĺğ śćőĺţ ăřčşňěŋšőć, ŕő-ďřşčőňş ňőęŋő ćżřăğĺšĳ šăł: ťĺłśăűĺ£ ć łăůěśšćě ńěćőčő (ĺńĺ ŕřăćőčő) ăřčşňěŋšă B ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v őŕřěďěń£ěš ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż λ_B(v) = B(v, ∗)∈ V^∗ : w → B(v, w) ϱ_B(v) = B(∗, v)∈ V^∗ : w → B(w, v) ŕřĺů-ěň ćőğŋĺłă¿źĺě šăłĺň őąřăğőň őšőąřăęěŋĺ£ λ_B : V −→ V^∗ : v → B(v, ∗) ϱ_B : V −→ V^∗ : v → B(∗, v) ąşďşš ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. Őŋĺ ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£- űĺ£ňĺ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B. 88

§1: Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łőřřěń£űĺĺ. 89

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Łőřřěń£űĺěľ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř β : V −→ V^∗. 1.3. Ść£ğĳ ňěęďş ťőřňăňĺ ĺ łőřřěń£űĺ£ňĺ. Ćś£łă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B, łăł ňż šőńĳłő ůšő ćĺďěńĺ, őŕřěďěń£ěš ďćě łőřřěń£űĺĺ ŋă V . Ŋăőąőřőš, ŕő ŕřőĺğćőńĳŋőľ łőřřěń£űĺĺ β : V −→ V^∗ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ďćě ťőřňż L_β ĺ R_β, ďń£ łőšőřżţ β ąşďěš, śőőšćěšśšćěŋŋő, ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺěľ: L_β(v, w) = ⟨βv, w⟩ R_β(v, w) = ⟨w, βv⟩ (ůěřěğ ⟨ξ, v⟩ ňż, łăł ĺ ć ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, őąőğŋăůăěň ść-ěřšłş łőćěłšőřă ξ ĺ ćěłšőřă v). Ćĺďŋő, ůšő L_β(v, w) = R_β(w, v), š.ě. L_β ĺ R_β őšńĺůă¿šś£ ŕěřěśšăŋőćłőľ ăřčşňěŋšőć.

Ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, ůěň őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš ďřşčă ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ łőřřěń£űĺĺ λ_B ĺ ϱ_B őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ŋă V , ćśŕőňŋĺň, ůšő ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłőě őšőęďěśšćńěŋĺě V ś V^{∗∗}, ĺ ůšő łăęďőňş őŕěřăšőřş F : V −→ W śőőšćěšśšćşěš śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř (śň. ŕěřćş¿ ńěłűĺ¿)

F^∗ : W^∗ −→ V^∗,

őŕřěďěń£ěňżľ ŕő ŕřăćĺńş ⟨F^∗ξ, v⟩_V = ⟨ξ, F v⟩_W ∀ξ ∈ W^∗ ∀v ∈ V . Ěśńĺ W = V^∗ ĺ F : V −→ V^∗ | łőřřěń£űĺ£, šő F^∗ : V^{∗∗} = V −→ V^∗ šăłęě ąşďěš łőřřěń£űĺěľ. Őŋă ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ę-ěŋŋőľ łőřřěń£űĺěľ ł F . Śőŕőśšăćń££ ćśě őŕřěďěńěŋĺ£, ćĺďĺň, ůšő ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ łőřřěń£űĺĺ λ_B ĺ ϱ_B őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B śőŕř£ęěŋż: λ^∗_B = ϱ_B.

Ğăďăůă 7.1. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!

Šăłĺň őąřăğőň, ğăďăŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿, ŋăŕřĺňěř, ŕřăćőľ łőřřěń£űĺĺ ϱ_B, ă śőŕř£ę-ěŋŋă£ łőřřěń£űĺ£ ϱ^∗_B = λ_B ąşďěš ńěćőľ łőřřěń£űĺěľ ďń£ B ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺěľ ďń£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ťőřňż B^′(v, w) = B(w, v).

1.4. Śĺňňěšřĺůŋżě ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż. Ťőřňă B ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺů-

ŋőľ ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěň, şďőćńěšćőř£ěš ńĺ őŋă řăćěŋśšćş B(v, w) = B(w, v) ∀v, w ∈ V ĺńĺ řăćěŋśšćş B(v, w) = −B(w, v) ∀v, w ∈ V Ğăďăůă 7.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň k ś char(k) ≠ 2 ćšőřőě şśńőćĺě ŋă ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş B řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ B(v, v) = 0 ∀v ∈ V . Şłăğăŋĺě: śň. ŕőśńěďŋ¿¿ ńěłűĺ¿ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă.

Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě śşňňż śĺňňěšřĺůŋőľ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ: B(v, w) = B_+(v, w) + B_−(v, w), čďě B_+(v, w) = B(v, w) + B(w, v) 2 B_−(v, w) = B(v, w) − B(w, v) 2 Ğăďăůă 7.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň B(V ) ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ă śĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż B_+(V ) ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż B_−(V ) | šřăŋśćěřśăńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć ŋ-ěň, ŕřĺů-ěň B(V ) = B_+(V ) ⊕ B_−(V ).

Ğăďăůă 7.4. Ćżůĺśńĺšě dim B(V ), dimB_+(V ) ĺ dimB_−(V ), ěśńĺ dim V = n.

1.5. Ňăšřĺűż Čřăňă Ěśńĺ {v1, v2, . . . , vm} | łăłőľ-šő ŋăąőř ćěłšőřőć, šő ğŋăůěŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B(w_1, w_2) ŋă ń¿ążţ ćěłšőřăţ w_1, w_2 ĺğ ĺţ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£, ěśńĺ ĺğćěśšŋă ňăšřĺűă ćśěćőğňőęŋżţ ğŋăůěŋĺľ B(v_i, v_j). İšă ňăšřĺűă őąőğŋăůăěšś£ G_B(v_1, v_2, . . . , v_m) ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ Čřăňă ťőřňż B ć ŋăąőřě {v_1, v_2, . . . , v_m}.

Ěśńĺ (x_1) ĺ (x_2) | śšőńąűż łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć w_1, w_2 ŕő őąřăğş¿źĺň v_i, šő B(w_1, w_2) = (x_1)^tG(x_2),

čďě G = G_B(v_1, v_2, . . . , v_m). Ěśńĺ (τ_1, τ_2, . . . , τ_k) = (v_1, v_2, . . . , v_m)C_{vτ} , šő G_B(τ ) = C^t_{vτ} G_B(v)C_{vτ} Ňăšřĺűă Čřăňă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ć ąăğĺśě {e_1, e_2, . . . , e_n} ŕřőśšřăŋśšćă V śőćŕăďăěš ś ňăšřĺűěľ őŕěřăšőřă ŕřăćőľ łőřřěń£űĺĺ ρ_B ć ďćőľśšćěŋŋżţ ąăğĺśăţ {e_1, e_2, . . . , e_n} ĺ {e^1, e^2, . . . , e^n} ŕřőśšřăŋśšć V ĺ V^∗. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ůĺśńă B(e_1, e_k), . . . , B(e_n, e_k), řăćŋżě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ğŋăůěŋĺ£ň ⟨ρe_k, e_1⟩, . . . , ⟨ρe_k, e_n⟩, £ćń£¿šś£ ć šőůŋőśšĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ťşŋłűĺőŋăńă ρe_k ć ďćőľśšćěŋŋőň ł {e_1, e_2, . . . , e_n} ąăğĺśě {e^1, e^2, . . . , e^n} ŕřőśšřăŋśšćă V^∗.

Ğăďăůă 7.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őŕěřăšőř ńěćőľ łőřřěń£űĺĺ λ_B ąşďěš ğăďăćăšĳś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ňăšřĺűěľ.

1.6. §ďřă ĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ. §ďřă ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ⊥V_B = {v | B(v, w) = 0 ∀w ∈ V } = ker λ_B V^⊥_B = {v | B(w, v) = 0 ∀w ∈ V } = ker ρ_B ŋăğżćă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ńěćżň ĺ ŕřăćżň £ďřőň ťőřňż B. Ĺţ łőřăğňěřŋőśšĺ řăćŋż řăğňěřŋőśš£ň őąřăğőć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺľ, ă śšăńő ążšĳ, őŋĺ őďĺŋăłőćż ĺ śőćŕăďă¿š ś řăŋčőň ňăšřĺűż Čřăňă ťőřňż B ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V .

Šăłĺň őąřăğőň ńěćőě ĺ ŕřăćőě £ďřő ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ řăğňěřŋőśšĳ. İšă řăğňěřŋőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőřăŋčőň ťőřňż B ĺ řăćŋă dim V − rk G_B, čďě G_B | ňăšřĺűă Čřăňă B ć ń¿ąőň ąăğĺśě. Ůĺśńő rk G_B ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ťőřňż B. Řăŋč ĺ łőřăŋč ťőřňż B őąőğŋăůă¿šś£ ůěřěğ rk B ĺ corkB. Ĺğ śłăğăŋŋőčő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš 1.6.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ŋă V śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż: (i) det G_B ≠ 0 (ii) ŕřăćă£ łőřřěń£űĺ£ ρ_β : V −→ V^∗ | ĺğőňőřťĺğň. (iii) ńěćă£ łőřřěń£űĺ£ λ_β : V −→ V^∗ | ĺğőňőřťĺğň.

(iv) ∀v ≠ 0 ∃w : B(v, w) ≠ 0 (v) ∀v ≠ 0 ∃w : B(w, v) ≠ 0 Ťőřňă B, şďőćńěšćőř£¿źă£ ŕěřěůĺśńěŋŋżň şśńőćĺ£ň, ŋăğżćăěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ.

1.6.2. §ďřă (łőśő)śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň. Ĺśśńěďőćăŋĺě śĺňňěšřĺůŋżţ ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ńěčłő śćőďĺšś£ ł ĺğşůěŋĺ¿ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ťőřň.

Ńěćőě £ďřő (łőśő)śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż B śőćŕăďăěš ś ŕřăćżň £ďřőň. Ŋăğőć-ěň ěčő ŕřőśšő £ďřőň ťőřňż ĺ őąőğŋăůĺň ker B. Ěśńĺ U | łăłőě-ńĺąő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ł ker B ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő őčřăŋĺůěŋĺě B_U ťőřňż B ŋă U ąşďěš ŋěćżřőęďěŋŋő, ĺ ć ń¿ąőň ąăğĺśě, śőčńăśőćăŋ-

ŋőň ś řăğńőęěŋĺěň V = ker B ⊕ U, ťőřňă B ąşďěš ĺňěšĳ ąńőůŋş¿ ňăšřĺűş Čřăňă ( 0 0 0 B_U ) ś det B_U ≠ 0.

Ğăďăůă 7.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ěśńĺ ťőřňă ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă şłăğăŋŋőčő ćĺďă, šő £ďřő ťőřňż ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ŕěřćżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć (őšćěůă¿źĺţ ńěćőňş ćěřţŋěňş ŋşńěćőňş ąńőłş).

Ğăďăůă 7.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřăćĺńő ~B([v], [w])^{def}= B(v, w) łőřřěłšŋő őŕřěďěń£ěš (łőśő)śĺňňěšřĺůŋş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ŋă V/ ker B ĺ ¡šă ťőřňă ŋěćżřőęďěŋă. Ğăďăůă 7.8. Ŕşśšĳ U ĺ W | ďćă ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ł £ďřş ker B. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőěłűĺ£ U ŋă W ćďőńĳ ker B £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň^1 ĺğőňőřťĺğňőň.

Ĺŋăůě čőćőř£, ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő ś (łőśő)śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ěśšĳ ŕř£ňă£ őčšőčőŋăńĳŋă£ śşňňă £ďřă ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ, ŕřĺů-ěň ŕőśńěďŋěě őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ĺśţőďŋőľ ťőřňě őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă, śőţřăŋ£¿źěčő ŕěřćőŋăůăńĳŋş¿ ťőřňş ĺ šőęďěśšćěŋŋőčő ŋă £ďřě.

x2. Ŋěćżřőęďěŋŋżě ťőřňż.

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż őąśşďĺň śćőľśšćă ŕěćżřőęďěŋŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2. Őłăğżćăěšś£, ůšő ďăęě ąěğ şśńőćĺľ śĺňňěšřĺůŋőśšĺ ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ŋěćżřőęďěŋŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż śőţřăŋ£¿š ňŋőčĺě čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

2.1. Śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ V^F−−→ W | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ă W^{∗ F �}−−→ V^∗ | śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř, šăł ůšő ⟨F^∗ξ, v⟩_V = ⟨ξ, F v⟩_W ∀ξ ∈ W^∗ ĺ ∀v ∈ V . Ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ V ĺ W ĺňě¿šś£ ŋěćżřőęďěŋŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż, šő ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ V^∗ ś V , ă W^∗ ś W ŕőśřěďśšćőň ńěćżţ ĺńĺ ŕřăćżţ łőřřěń£űĺľ, ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ őŕěřăšőř F^∗ łăł őŕěřăšőř ĺğ W ć V . Čőćőř£ ąőńěě ťőřňăńĳŋő, śşźěśšćş¿š ĺ ěďĺŋśšćěŋŋż šăłĺě őŕěřăšőřż ∨F ĺ F^∨, łőšőřżě ćłń¿ůă¿šś£ ć łőňňşšăšĺćŋżě ďĺăčřăňňż W λ_{BW} ~−→ W^∗ ∨F F V λ_{BV} ~−→ V^∗

W ϱ_{BW} ~−→ W^∗ F^∨ F V ϱ_{BV} ~−→ V^∗ 1Š.ě. ğŋăůěŋĺě ťőřňż ŋă ń¿ąőľ ŕăřě ćěłšőřőć ĺğ U ąşďěš śőćŕăďăšĳ śő ğŋăůěŋĺěň ťőřňż ŋă ŕăřě ĺţ őąřăğőć ć W .

Őŕěřăšőř^∨F = λ^{−1}_{BV} F^∗λ_{BW} ŋăğżćăěšś£ ńěćżň śőŕř£ę-ěŋŋżň, ă őŕěřăšőř

F^∨ = ϱ^{−1}_{BV} F^∗ϱ_{BW} | ŕřăćżň śőŕř£ę-ěŋŋżň őŕěřăšőřőň ł őŕěřăšőřěş F . Şśńőćĺ£

λ_{BV}^∨F = F^∗λ_{BW} ĺ ϱ_{BV} F^∨ = F^∗ϱ_{BW}

¡łćĺćăńěŋšŋż şśńőćĺ£ň B_V (^∨F w, v) = B_W (w, F v) B_V (v, F^∨w) = B_W (F v, w) ∀v ∈ V ∀w ∈ W Ěśńĺ V = W , ă ťőřňă B_V = B_W śĺňňěšřĺůŋă, łőśőśĺňňěšřĺůŋă ĺńĺ ¡řňĺšőćă, ďćě ŋăŕĺśăŋŋżě ćżÿě ťőřňşńż řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş. Ć ¡šĺţ śńşůă£ţ ńěćżľ ĺ ŕřăćżľ śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőřż śőćŕăďă¿š ďřşč ś ďřşčőň ĺ ś šěň śőŕř£ę-ěŋŋżň őŕěřăšőřőň, łőšőřżľ ňż őŕřěďěńĺńĺ ć ńěłűĺĺ 5. Šăłĺň őąřăğőň, šěřňĺŋ Àśőŕř£ę-ěŋŋżľÁ, łőšőřżľ ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ć ńěłűĺĺ 5 ĺ ć ńěłűĺĺ 1 ć řăğńĺůŋżţ łőŋšěłśšăţ, ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őŕĺśżćăń őďŋő ĺ šő ęě £ćńěŋĺě.

Ğăďăůă 7.9. Ćżřăğĺšě ňăšřĺűş śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕěřăšőřă ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ ůěřěğ ňăšřĺűż Čřăňă ¡šĺţ ąăğĺśőć ĺ ňăšřĺűş ĺśţőďŋőčő őŕěřăšőřă.

Ğăďăůă 7.10. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ĺ ńěćőě ĺ ŕřăćőě śőŕř£ęěŋĺě £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ăŋšĺĺğőňőřťĺğňăňĺ ăńčěąřż Hom(V, W ) ś ăńčěąřőľ Hom(W, V ). Ğăďăůă 7.11. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř őŕěřăšőřă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ąĺńĺŋěľŋőľ ŋěśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ, łőšőřżľ ŋě řăćěŋ śćőěňş ďćăęďż śőŕř£ę-ěŋŋőňş. Ğăďăůă 7.12. Ďőłăęĺšě, ůšő şśńőćĺ£

∨∨F = F^∨F = F^∨ F^{∨∨} = F

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż (śőőšćěšśšćş¿źĺě őŕěřăšőřż ŋăğżćă¿šś£ řěťńěłśĺćŋżňĺ). 2.2. Ĺğőňěšřĺĺ. Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ěćłńĺďőćżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř V^F−−→ W ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ś ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ B_V ĺ B_W ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ

B_W (F v_1, F v_2) = B_V (v_1, v_2) ∀v_1, v_2 ∈ V

Ŕőď ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšć ś ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ćśěčďă ŕőŋĺňăěšś£ ĺţ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň. Ďćě ťőřňż ŋă őďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă łăł ŕřőśšřăŋśšćă ś őďŋőľ ĺğ ťőřň ŋă śěą£ ęě, ŋő łăł ŕřőśšřăŋśšćő ś ďřşčőľ ťőřňőľ (š.ě. ěśńĺ B_1(v, w) = B_2(F v, F w) ∀v, w ∈ V ďń£ ŋěłőšőřőčő F ∈ GL(V ))

2.2.1. Ńěňňă. Ěśńĺ ťőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ŋěćżřőęďěŋă, šő ćś£łĺľ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř F : V −→ W ć ń¿ąőě ŕřőśšřăŋśšćő W ś (ćőğňőęŋő, ćżřőęďěŋŋőľ) ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ∀v ∈kerF , ∀w ∈ V ĺňěěň

B_V (v, w) = B_W (F v, F w) = B_W (0, F w) = 0,

őšłşďă v ∈ker λ_{BV} = 0.

2.2.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ őąřăšĺň.

Ğăďăůă 7.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ őąřăšĺňőčő őŕěřăšőřă F : V −→ W şśőćĺ£

F | ĺğőňěšřĺ£^∨F = F^{−1} F^∨ = F^{−1}

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż (ć ůăśšŋőśšĺ, ćś£łĺľ ĺğőňěšřĺůŋżľ őŕěřăšőř řěťńěłśĺćěŋ).

2.3. Ťőřňż ĺ őŕěřăšőřż. Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ.

2.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k ťĺłśĺřőćăŋă ŋěćżřőęďěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B : V × V −→ k, šő ďń£ ń¿ąőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż Q : V × V −→ k śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F_Q : V −→ V šăłőľ, ůšő ∀v, w ∈ V Q(v, w) = B(v, F_Qw). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăŕĺśăŋŋőě şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ć ń¿ąőň ąăğĺśě e = {e_ν} ŕřőśšřăŋśšćă V ňăšřĺűă őŕěřăšőřă F_Q ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ňăšřĺűż Čřăňă B_e = (B(e_i, e_j)) ĺ Q_e = (Q(e_i, e_j)) ŕő ťőřňşńě F_Q = B^{−1}_e Q_e . � Ć śńşůăě, łőčďă ŕřőśšřăŋśšćő V ěćłńĺďőćő, ă ć łăůěśšćě ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňż ąěř-ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ťőřňăňĺ ĺ őŕěřăšőřăňĺ ŕőńşůăěšś£ őśőąěŋŋő ŕřőśšżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăťĺłśĺřőćăć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V , ňż ďőńęŋż ąşďěň śőŕőśšăćĺšĳ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ňăšřĺűă łőšőřőčő śőćŕăďăěš ś ňăšřĺűěľ Čřăňă ¡šőľ ťőřňż. Ć ůăśšŋőśšĺ, (łőśő)śĺňňěšřĺůŋżň ťőřňăň ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ ć šőůŋőśšĺ (ăŋšĺ)śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě őŕěřăšőřż. Ćśŕőňĺŋă£ řěğşńĳšăšż ő ďĺăčőŋăńĺğăűĺĺ ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć (śň. ńěłűĺ¿ 5), ňż ŕőńşůăěň

2.3.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęěš ążšĳ ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ğăŕĺśăŋă ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ Čřăňă, ŕřĺů-ěň śőćőłşŕŋőśšĳ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă.

2.3.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęěš ążšĳ ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ğăŕĺśăŋă ňăšřĺűěľ Čřăňă

A = A_1 0 A_2 ... 0 A_k , čďě A_ν = ( 0 −a_ν a_ν 0 ) , (2-1)

čďě a_ν ∈ R ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă.

İšĺ řěğşńĳšăšż ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ, ł ŕřĺňěřş, ďń£ őďŋőćřěňěŋŋőčő ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕăřż śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťőřň ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ł ğăďăŋŋżň ćĺďăň.

Ğăďăůă 7.14. Ŕşśšĳ ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋż ďćě ŕăřż śĺňňěšřĺůŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň (A_1, A_2) ĺ (B_1, B_2), ŕřĺů-ěň ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ťőřň ć łăęďőľ ŕăřě ŋěćżřőęďěŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő őďŋă ŕăřă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ňőęěš ążšĳ ŕřěőąřăğőćăŋă ć ďřşčş¿ ŕőďţőď£źěľ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš, łőčďă det(A_1 + λA_2) = det(B_1 + λB_2) łăł ňŋőčőůńěŋż őš λ.

x3. Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

3.1. Őřšőčőŋăńż. Ŕşśšĳ U ⊂ V | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ěčő ŕřăćżň ĺ ńěćżň őřšőčőŋăńăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ŋăğżćă¿šś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U^⊥_B = Ann (λ_B(U)) = {v ∈ V | B(u, v) = 0 ∀u ∈ U} ⊥U_B = Ann (ϱ_B(U)) = {v ∈ V | B(v, u) = 0 ∀u ∈ U} Ĺğ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ ťőřňż śńěďşěš, ůšő dim λ_B(U) = dim ϱ_B(U) = dim U, šăł ůšő

dim^⊥U = dim U^⊥ = dim V − dim U .

3.1.1. Ńěňňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż: (i) Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ŋěćżřőęďěŋŋő. (ii) V = U ⊕ U^⊥ (iii) V = U ⊕^⊥U

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şśńőćĺě (i) řăćŋőśĺńĳŋő łăęďőňş ĺğ şśńőćĺľ

∀ ŋěŋşńěćőčő u ∈ U ∃u^′ ∈ U : B(u^′, u) ≠ 0

∀ ŋěŋşńěćőčő u ∈ U ∃uÁ∈ U : B(u, uÁ) ≠ 0

łőšőřżě őğŋăůă¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ůšő^⊥U ∩ U = 0 ĺ U ∩ U^⊥ = 0. Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ řăğňěřŋőśšĺ, ¡šĺ řăćěŋśšćă řăćŋőśĺńĳŋż śćőľśšćăň (ii) ĺ (iii). � 3.1.2. Śńěďśšćĺě. Şśńőćĺ£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ⊂ V : (i) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă U ŋěćżřőęďěŋŋő; (ii) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă^⊥U ŋěćżřőęďěŋŋő; (iii) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă U^⊥ ŋěćżřőęďěŋŋő ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż.

3.2. Ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Řăğşňěěšś£, őčřăŋĺůěŋĺě ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋě ćśěčďă £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ. Ąőńěě šőčő, ¡šő őčřăŋĺůěŋĺě ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋşńěćżň. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřżě ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őčřăŋĺůĺćăěšś£ ć šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćş¿, ŋăğżćă¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ. Ŋěŋşńěćżě ćěłšőřż v, ďń£ łőšőřżţ B(v, v) = 0 ŋăğżćă¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ ćěłšőřăňĺ. Őŋĺ ŕőřőęďă¿š őďŋőňěřŋżě ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

3.2.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ U £ćń£ěšś£ ĺğőšřőŕŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V c ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ. Šőčďă 2 dim U 6 dim V .

§3: Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 95

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ U ⊂ V ĺğőšřőŕŋő, šő U ⊂ U^⊥. Ŕő¡šőňş

dim U ≤ dim U^⊥ = dim V − dim U,

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕřĺňěůăšěńĳŋő, ůšő ¡šă őűěŋłă £ćń£ěšś£ šőůŋőľ.

3.3. Ŕřĺňěř: čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő H2n ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕř£ňş¿ śşňňş V^∗ ⊕ V (čďě dim V = n). Ŋă ŋ-ěň ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă h, łőšőřă£ őčřăŋĺůĺćăěšś£ ć šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćş¿ ťőřňş ŋă V ĺ ŋă V^∗, ă ŋă ŕăřě ćěłšőř-łőćěłšőř ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě řăćŋőě ść-ěřšłě: h(ξ, v) = h(v, ξ)^{def}= ⟨ξ, v⟩ ∀ξ ∈ V^∗ ∀v ∈ V. Ŕő ¡šĺň ďăŋŋżň h őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£, ĺ ě-ě ďěľśšćĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě w_1 = ξ_1 + v_1 ĺ w_2 = ξ_2 + v_2 ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ:

h(w_1, w_2) = ⟨ξ_1, v_2⟩ + ⟨ξ_2, v_1⟩.

Ěśńĺ ćżąřăšĳ ć H_{2n} ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă ć V ĺ ďćőľśšćěŋŋőčő ěňş

ąăğĺśă ć V^∗, šő ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż h ć šăłőň ąăğĺśě ąşďěš ĺňěšĳ ąńőůŋżľ ćĺď: ( 0 E E 0 ) , čďě 0 | ŋşńěćă£, ă E | ěďĺŋĺůŋă£ n×n-ňăšřĺűż. Ŕő¡šőňş h ŋěćżřőęďěŋă, ă V ĺ V^∗ £ćń£¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕőńőćĺŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ć H_{2n}.

Ğăďăůă 7.15. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż: a) V ĺğőňěšřĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş; ą) V £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ďćşţ ĺğőšřőŕŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć; ć) dim V | ů-ěšŋă, ĺ ć V ĺňěěšś£ ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕőńőćĺŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ.

3.4. Ŕřĺňěř: śĺňŕńěłšĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ˙2n őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş. Ă ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň, łăł ĺ ćżÿě, ŕř£ňş¿ śşňňş V^∗ ⊕ V (čďě dim V = n) ĺ őŕřěďěńĺň ŋă ŋěľ łőśőśĺňňěšřĺůŋş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ω, łőšőřă£ ďěľśšćşěš ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě w_1 = ξ_1 + v_1 ĺ w_2 = ξ_2 + v_2 ŕő ŕřăćĺńş:

ω(w_1, w_2) = ⟨ξ_1, v_2⟩ − ⟨ξ_2, v_1⟩.

Ğăďăůă 7.16. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă ˙_{2n}, śőśšăćńěŋŋőň ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă ć V ĺ ďćőľśšćěŋŋőčő ěňş ąăğĺśă ć V^∗, ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ω ĺňěěš

ąńőůŋżľ ćĺď: J = ( 0 E −E 0 ) , čďě 0 | ŋşńěćă£, ă E | ěďĺŋĺůŋă£ n × n-ňăšřĺűż.

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš, ůšő ω ŋěćżřőęďěŋă, ă V ĺ V^∗ £ćń£¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕőńőćĺŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ć ˙_{2n}. Ňăšřĺűă J ŋăğżćăěšś£ śĺňŕńěłšĺůěśłőľ ěďĺŋĺűěľ (őšňěšĳšě, ůšő det J = 1 ĺ J^2 = −E). Ąăğĺś, ć łőšőřőň ŋěćżřőęďěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă J, ŋăğżćăěšś£ śĺňŕńěłšĺůěśłĺň ąăğĺśőň ďń£ ¡šőľ ťőřňż.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ĺğőňěšřĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋő śĺňŕńěłšĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş (ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ăćšőňăšĺůěśłĺ ů-ě-šŋőňěřŋő). İšő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ šěőřěňż.

3.5. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ğăďăŋă ŋěćżřőęďěŋŋă£ łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă α(v, w). Šőčďă ć V ňőęŋő ćżąřăšĳ ąăğĺś ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż α ĺňěěš ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď 0 1 −1 0 0 0 1 −1 0 ... 0 0 1 −1 0

.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć łăůěśšćě ŕěřćőčő ąăğĺśŋőčő ćěłšőřă łőŋśšřşĺřşěňőčő ąăğĺśă ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř e_1 ∈ V . Ŕőśłőńĳłş ťőřňă ŋěćżřőęďěŋă, ďőńęěŋ ŋăľšĺśĳ ćěłšőř w ∈ V , šăłőľ ůšő α(e_1, w) = a ≠ 0. Ŕőńőęĺň e_2 = a^{−1} · w. Ňăšřĺűă Čřăňă őčřăŋĺůěŋĺ£ ĺśţőďŋőľ ťőřňż ŋă ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş V_{12} ćěłšőřőć e_1 ĺ e_2 ĺňěěš ćĺď ( 0 1 −1 0 ) . ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő őčřăŋĺůěŋĺě ŋěćżřőęďěŋŋő. Ŕő ńěňňě ĺğ Ńěň.3.1.1 ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě V = V_{12} ⊕ W , čďě W =^⊥V_{12} = V^⊥_{12} (őřšőčőŋăńż śőćŕăďă¿š ćśńěďśšćĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ťőřňż!). Ŕő ńěňňě ĺğ Śń.3.1.2 őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ŋěćżřőęďěŋŋő. Ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő řăğňěřŋőśšĺ, ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ć W ąăğĺś ś ŋşęŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Őąžěďĺŋ££ ěčő ś ćěłšőřăňĺ e_1 ĺ e_2, ňż ŕőńşůĺň ĺśłőňżľ ąăğĺś ć V . � Ğăďăůă 7.17. Ůšő śńşęĺš ąăğőľ ĺŋďşłűĺĺ ć ŕřőďěńăŋŋőň ćżÿě řăśśşęďěŋĺĺ? Ğăďăůă 7.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ś ťőřňőľ 0 1 −1 0 0 0 1 −1 0 ... 0 0 1 −1 0

.

ĺğőňěšřĺůŋő śĺňŕńěłšĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş.

Ğăďăůă 7.19. Şąěďĺšěśĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż ŋěů-ěšŋőčő řăğňěřă řăćěŋ ŋşń¿.

Ğăďăůă 7.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ś łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş £ďřă ťőřňż ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ (ăćšőňăšĺůěśłĺ ů-ěšŋőňěřŋőčő).

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ ŕőńŋőě őŕĺśăŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň. Ń¿- ąőŕżšŋżň śńěďśšćĺěň ¡šőčő őŕĺśăŋĺ£ £ćń£ěšś£ šăłőľ ťăłš.

Ŕşśšĳ A = (a_{ij}) : a_{ij} = −a_{ji} | łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ňăšřĺűă ů-ěšŋőčő řăğňěřă. Ěśńĺ ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋăď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿ a_{ij} ś i < j řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł ŋěğăćĺśĺňżě ŕěřěňěŋŋżě, šő ć łőńĳűě Z[a_{ij}] ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őš ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ĺğćńěůĳ łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ ĺğ det(a_{ij}). Šőůŋěě, ĺňěěš ňěśšő 3.6. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ A = (aij) | łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ňăšřĺűă ů-ěšŋőčő řăğňěřă. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ Pf(A) ∈ Z[a_{ij}], šăłőľ ůšő

Pf(A)^2 = det(A) ĺ Pf (( 0 E −E 0 )) = 1 .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A łăł ňăšřĺűş łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŋă łőőřďĺŋăšŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň K = Q(a_{ij} ) řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš ŕěřěňěŋŋżţ a_{ij} ś i < j. Őŋă, őůěćĺďŋő, ŋěćżřőęďěŋŋă, ă śšăńő ążšĳ ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă

˙_{2n} = ( 0 E −E 0 ) . Ŋă £ğżłě ňăšřĺű ¡šő őğŋăůăěš, ůšő A = C^t · ˙_{2n} · C ďń£ ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűż C, ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ śşšĳ őšŋőÿěŋĺ£ ŕőńĺŋőňőć őš a_{ij} ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕěřěţőď£ ł őŕřěďěńĺšěń£ň, ŕőńşůăěň det(A) = det(C)^2.

Ďăńěě, det(C) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě őšŋőÿěŋĺ£ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŋě ĺňě¿źĺţ őąźĺţ ďěńĺšěńěľ ć Z[a_{ij}] łřőňě, ňőęěš ążšĳ ±1. Ňŋőčőůńěŋ-ğŋăňěŋăšěńĳ ć šăłőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ őą£ğăŋ ążšĳ řăćěŋ ±1, ŕőśłőńĳłş det(A) ∈ Z[a_{ij}], a ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śŕřăćěďńĺćă šěőřěňă őą őďŋőğŋăůŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, det(C) ∈ Z[a_{ij}].

Ğăďăůă 7.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ şřăćŋěŋĺě

F (t_1, . . . , t_n) = X(t_1, . . . , t_n)^2

řăğřěÿĺňő őšŋőśĺšěńĳŋő X ć łőńĳűě Z[t_1, . . . , t_n], šő řěÿěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă.

Ć ŋăÿěň śńşůăě ğŋăł őďŋőğŋăůŋő ćżąĺřăěšś£ ĺğ şśńőćĺ£ Pf (( 0 E −E 0 )) = 1. �

Łőřěŋĳ ĺğ őŕřěďěńĺšěń£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ňăšřĺűż ů-ěšŋőčő řăğňěřă, ŋőřňĺřőćăŋŋżľ šăł, łăł şłăğăŋő ć šěőřěňě, ŋăğżćăěšś£ ŕťăťťĺăŋőň. Łăł ĺ őŕřěďěńĺšěńĳ, ŕťăťťĺăŋ £ćń£- ěšś£ ŋěłĺň şŋĺćěřśăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňăšřĺűż.

Ğăďăůă 7.22. Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋżě ťőřňşńż ďń£ ŕťăťťĺăŋőć 2-čő, 4-čő ĺ 6-čő ŕőř£ďłă. Ğŋăůěŋĺě ŕťăťťĺăŋă ŋă łăłőľ-ńĺąő łőŋłřěšŋőľ ůĺśńőćőľ ňăšřĺűě ŋăğżćăěšś£ ŕťăťťĺăŋőň ¡šőľ ňăšřĺűż.

x4. Őćěźěśšćńěŋĺě ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă

Ěśńĺ W |łőňŕńěłśŋőě ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő, šő ěčő őćěźěśšćńěŋĺě WR ŋăśńěďşěš šřĺ čěőňěšřĺůěśłĺţ śšřşłšşřż, ćğăĺňőďěľśšćĺě łőšőřżţ ňż śěľůăś őąśşďĺň.

4.1. Ěćłńĺďőćă, śĺňŕńěłšĺůěśłă£ ĺ łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřż ŋă WR Ŕşśšĳ W | nňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Ěčő őćěźěśšćńěŋĺě WR £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň 2n-ňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ńěłűĺĺ 4, őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő i ć őćěźěśšćńěŋĺĺ WR ŋăąń¿ďăěšś£ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż I ∈HomR(WR, WR) : I^2 = −E İřňĺšőćă ťőřňă (v, w) : W × W −→ C £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋő-ąĺńĺŋěľŋőľ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőľ ťőřňőľ. Řăğďěń££ ş ŋě-ě ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ, ŕőńşůĺň ďćě ćěźěśšćěŋŋőąĺńĺŋěľŋżţ ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżţ ťőřňż ŋă WR: g : WR× WR −→ R : g(v, w) = Re(v, w) ω : WR× WR −→ R : ω(v, w) = Im(v, w) Ĺğ ¡řňĺšőćőśšĺ (v, w) = (w, v) ćżšěłăěš, ůšő g £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůŋőľ, ă ω | łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ. Ĺğ şśńőćĺ£ (v, v) > 0 ∀v ≠ 0 śńěďşěš, ůšő g | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Šăłĺň őąřăğőň, ćěźěśšćěŋŋă£ ůăśšĳ ¡řňĺšőćőľ ťőřňż ŋă W ğăďă-ěš ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ŋă WR.

Łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ťőřňă ω £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ĺ őŕřěďěń£ěš ŋă WR śšřşłšşřş śĺňŕńěłšĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ůšőąż ć ¡šőň şąěďĺšĳś£, řăśśňőšřĺň ć W łőňŕńěłśŋżľ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n} , őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřż ŋă W ĺ ŕőśšřőĺň ŕő ŋěňş ąăğĺś {e_1, . . . , e_n, ie_1, . . . , ie_n} őćěźěśšćń-ěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă WR ŋăď R. Řăćěŋśšćă (e_μ, e_ν) = (ie_μ, ie_ν) = δ_{μν} (ie_μ, e_ν) = −(e_μ, ie_ν) = i(e_μ, e_ν) = iδ_{μν} ŕőłăğżćă¿š, ůšő ąăğĺś {e_1, . . . , e_n, ie_1, . . . , ie_n} £ćń£ěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ďń£ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż g ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłĺň ďń£ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ω, š.ě. ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ω ĺňěěš ć ŋ-ěň ąńőůŋżľ ćĺď: J = ( 0 −E E 0 ) , čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ n × n-ňăšřĺűă (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő ňăšřĺűă őŕěřăšőřă łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż I ć ąăğĺśě {e_1, . . . , e_n, ie_1, . . . , ie_n} šăłęě śőćŕăďăěš ś J).

Šăłĺň őąřăğőň, ŋă őćěźěśšćńěŋĺĺ WR łőňŕńěłśŋőčő ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă W ĺňěěšś£ łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă I, ěćłńĺďőćă śšřşłšşřă g ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłă£ śšřşłšşřă ω. İšĺ śšřşłšşřż ŋě ŕřőĺğćőńĳŋż ďřşč ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ďřşčş, ă ść£ğăŋż ŋěłőšőřżňĺ şśńőćĺ£ňĺ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ.

4.2. Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ťőřň g ĺ ω ś łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ. Ŕőśłőńĳłş ¡řňĺšőćă ťőřňă şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćăň: (iv, iw) = (v, w) ĺ (v, iw) = −i(v, w), őŕěřăšőř łőňŕńşłśŋőľ śšřşłšşřż I şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ£ň: g(Iv, Iw) = g(v, w) ω(Iv, Iw) = ω(v, w) g(v, Iw) = ω(v, w) ∀v, w ∈ WR. Ŕěřćżě ďćă şśńőćĺ£ őğŋăůă¿š, ůšő I £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ łăł ďń£ g, šăł ĺ ďń£ ω.

4.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ W | 2n-ňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďń£ łăęďőčő ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ ŋăąőřőć ďăŋŋżţ:

(i) ěćłńĺďőćőľ ťőřňż ω : V × V −→ R ĺ ě-ě ĺğőňěšřĺĺ I ś I^2 = −E (ii) śĺňŕńěłšĺůěśłőľ ťőřňż g : W × W −→ R ĺ ě-ě ĺğőňěšřĺĺ I ś I^2 = −E ŋă W ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă łőňŕńěłśŋőčő ¡řňĺšőćă n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ĺŋďşűĺřş¿źă£ ŕřĺ őćěźěśšćńěŋĺĺ ¡šĺ ćěźěśšćěŋŋżě ďăŋŋżě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăďăďĺň ŋă W şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕěřăšőřă I (łăł ¡šő őąž£śŋ£ńőśĳ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ), ĺ őŕřěďěńĺň ťőřňş (v, w) ŕřăćĺńăňĺ:

ć śńşůăě (i) : (v, w) = g(v, w) + ig(v, Iw); ć śńşůăě (ii) : (v, w) = −ω(v, Iw) + iω(v, w);

Ŕřőćěřĺň, ůšő ć ŕěřćőň śńşůăě ŕőńşůăěšś£ ¡řňĺšőćă ťőřňă. Ďń£ ¡šőčő ŕőńőęĺň ω(v, w)^{def}= g(v, Iw), šăł ůšő (v, w) = g(v, w) + iω(v, w). Şąěďĺňś£, ůšő ω | łőśőśĺňňěšřĺůŋă: ω(w, v) = g(w, Iv) = g(Iw, I^2v) = −g(Iw, v) = −g(v, Iw) = −ω(v, w) Ŋő šőčďă (v, w) = (w, v) ĺ (v, v) = g(v, v) > 0 ∀v ≠ 0. Ďń£ ŕřőćěřłĺ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőśšĺ ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő (iv, w) = i(v, w) = −(v, iw), š.ě. ůšő g(Iv, w) = −ω(v, w) = −g(v, Iw) Ŋő ¡šő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő I ĺğőňěšřĺ£ ďń£ g ĺ ĺğ I^2 = −E.

Ğăďăůă 7.23. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćő ćšőřőň śńşůăě šăłęě ŕőńşůăěšś£ ¡řňĺšőćă ťőřňă. � 4.3. Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ěćłńĺďőćőľ ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłőľ śšřşłšşřż. Ůšőąż ŋăľšĺ şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ťőřň g ĺ ω ŋěőąţőďĺňżě ĺ ďőśšăšőůŋżě ďń£ šőčő, ůšőąż ćőśśšăŋőćĺšĳ ¡řňĺšőćş śšřşłšşřş, ŕőśšřőĺň šăłőľ őŕěřăšőř A : W −→ W , ůšő g(v, Aw) = ω(v, w) ∀v, w ∈ W. D őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ďń£ g ňăšřĺűă őŕěřăšőřă A ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś ňăšřĺűěľ Čřăňă ťőřňż ω. Ŕő¡šőňş A ąşďěš łőśőśĺňňěšřĺůŋżň őŕěřăšőřőň^2. Łăł ňż ćĺďěńĺ, ć W ňőęŋő

2İšő ćĺďŋő ĺ ąěğ ňăšřĺű: g(v, Aw) = ω(v, w) = �ω(w, v) = �g(w, Av) = g(w, �Av) = g(�Av, w) ŕőłăğżćăěš, ůšő A^� = �A

ćżąřăšĳ šăłőľ őřšőŋőřňăńĳŋżľ (őšŋőśĺšěńĳŋő g) ąăğĺś, ůšőąż A ğăŕĺśżćăńś£ ć ŋ-ěň ňăšřĺűěľ

A = A_1 0 A_2 ... 0 A_k , čďě A_ν = ( 0 −a_ν a_ν 0 ) , (4-2)

čďě a_ν ∈ R ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ šěň, ůšő {±ia_ν} | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćśě (ś şů-ěšőň łřăšŋőśšěľ) łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă A. Ŕőśłőńĳłş śĺňŕńěłšĺůěśłă£ śšřşłšşřă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ¡řňĺšőćőľ ťőřňőľ, ĺňěěš a_ν = 1, ňż ŕőńşůăěň

4.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ W | ćěźěśšćěŋŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň g(v, w). Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ąĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ω : W × W −→ R ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) Ŋă W ĺňěěšś£ ¡řňĺšőćă śšřşłšşřă, ĺŋďşűĺřş¿źă£ g ĺ ω.

(ii) Ć őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ďń£ ťőřňż g ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ω ĺňěěš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ (t^2 + 1)^n.

(iii) Ć őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ďń£ ťőřňż g ťőřňă ω ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă ˙, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ¿ ˙^2 = −E.

Ğăďăůă 7.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śĺňŕńěłšĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěčďă ňőęŋő ŋăľšĺ śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ ąăğĺś.

Ğăďăůă 7.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śĺňŕńěłšĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěčďă ňőęŋő ććěśšĺ ¡řňĺšőćş śšřşłšşřş, łőšőřă£ ąż ĺŋďşűĺřőćăńă ĺňě¿źş¿ś£ ŋă ŋ-ěň śĺňŕńěłšĺůěśłş¿ ťőřňş łăł ňŋĺňş¿ ůăśšĳ ¡řňĺšőćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Ğăďăůă 7.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ĺğőňěšřĺĺ śĺňŕńěłšĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă (š.ě. őŕěřăšőřż F : ω(F v, F w) = ω(v, w) ∀v, w) ĺňě¿š őŕřěďěńĺšěńĳ 1 ĺ ćőğćřăšŋżľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ (š.ě. χ(t) = t^{2n}χ(t^{−1}), čďě 2n | ¡šő řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă).

x5. Śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ĺğşůĺň śšřşłšşřş ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ś śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ B ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2. 5.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ őš őďŋőčő ăřčşňěŋšă q : V −→ k : v −→ q(v) ∈ k ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ, ěśńĺ ć łőőřďĺŋăšăţ őšŋőśĺšěńĳŋő łăłőčő-ńĺąő ąăğĺśă ¡šş ťşŋłűĺ¿ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ 2.

Ğăďăůă 7.27. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śćőľśšćő ťşŋłűĺĺ ążšĳ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ă šăłęě ůšő łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n(n + 1)/2, ěśńĺ dim V = n.

5.2. Ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň.

5.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě, śőŕőśšăćń£¿źěě ćś£łőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě B(·, ·) ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ťşŋłűĺ¿ q_B : V −→ k : v −→ q_B(v)^{def}= B(v, v) ∈ k , £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň ąĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň ĺ ŕřőśšřăŋśšćőň łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋă V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěš£ś£, őůěćĺďŋő, ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ őďĺŋăłőćőľ řăğňěřŋőśšĺ, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ąşďěš ŕřőćěřĺšĳ ěčő ĺŋžěłšĺćŋőśšĳ. Ůšőąż śďěńăšĳ ¡šő, ğăňěšĺň, ůšő śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B(v, w) ňőęěš ążšĳ ćőśśšăŋőćńěŋă ŕő śćőěňş őąřăğş q_B ŕő ťőřňşńě B(v, w) = 1 2 ( q_B(v + w) − q_B(v) − q_B(w) ) . Ĺğ ¡šőľ ťőřňşńż ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš ĺňŕńĺłăűĺ£ q_B = 0 =⇒ B = 0. � Ć łăůěśšćě śńěďśšćĺ£ ňż ŕőńşůăěň, ůšő ďń£ ćś£łőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q(v) ŋă V śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B_q(v, w), ĺğ łőšőřőľ ¡šă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕőńşůăěšś£ Àőčřăŋĺůěŋĺěň ŋă ďĺăčőŋăńĳ ć V × V Á: q(v) = B_q(v, v). Ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B_q ŋăğżćăěšś£ ŕőń£řĺğăűĺěľ q. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřěďńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ŕőń£řĺğăűĺ¿ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕő £ćŋőľ ťőřňşńě B_q(v, w) = 1 2 ( q(v + w) − q(v) − q(w) ) . Ğăďăůă 7.28. Ŋăľďĺšě ňăšřĺűş Čřăňă ŕőń£řĺğăűĺĺ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q(x) = ∑ i6j a_{ij}x^ix^j . Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż | ¡šő ďćă ¡łćĺćăńěŋšŋżţ £ğżłă ďń£ őŕĺśăŋĺ£ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ăńčěąřăĺůěśłőčő £ćńěŋĺ£. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň śćőąőďŋő ŕěřěţőďĺšĳ ś őďŋőčő £ğżłă ŋă ďřşčőľ ąěğ ŕőďřőąŋżţ łőňňěŋšăřĺěć.

5.3. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ńăčřăŋęă) Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ń¿ąă£ (ďăęě, ćőğňőęŋő, ćżřőęďěŋŋă£) śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ąşďěš ĺňěšĳ ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ňăšřĺűş Čřăňă. Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć őš ćżąőřă šăłőčő ąăğĺśă ŋě ğăćĺśĺš (ĺ řăćŋő řăŋčş ťőřňż).

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě: ćś£łĺľ ąăğĺś, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ£ň šěőřěňż, ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim V . Ěśńĺ V = 0 ĺńĺ ťőřňă ŋşńěćă£, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ťőřňă ŋěŋşńěćă£, šő ŋěŋşńěćőľ ąşďěš ĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă, š.ě. ∃v ∈ V : B(v, v) ≠ 0. Šőčďă ϱ_B(v) ≠ 0 ĺ Ann ϱ_B(v) = {w ∈ V | B(w, v) = 0} ⊂ V ąşďěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň łőřăğňěřŋőśšĺ 1, šřăŋśćěřśăńĳŋżň ćěłšőřş v. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ B. Ďőąăćń££ ł ¡šőňş ąăğĺśş ćěłšőř v, ŕőńşůĺň őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ B ć V . � 5.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_r,

łőńĺůěśšćő łőšőřżţ řăćŋő řăŋčş ťőřňż ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£.

5.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš ŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m},

ć łőšőřőň ůĺśńő śńăčăěňżţ ŋě ğăćĺśĺš őš śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£ ĺ řăćŋő řăŋčş ťőřňż.

Ğăďăůă 7.29. Łăłőć ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ťőřňż ŋă čĺŕěřąőńĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě

H_{2m}?

5.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋăğżćăěšś£ ăŋĺ-

ğőšřőŕŋżň, ěśńĺ őŋő ŋě śőďěřęĺš ŋěŋşńěćżţ ĺğőšřőŕŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

Ăŋĺğőšřőŕŋőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋă őšśşšśšćĺ¿ ŋěŋşńěćżţ ĺğőšřőŕŋżţ ćěłšőřőć, š.ě. ¡łćĺćăńěŋšŋă şśńőćĺ¿ B(v, v) = 0 =⇒ v = 0.

Ğăďăůă 7.30. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ăŋĺğőšřőŕŋż šőńĳłő ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě ĺ őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż (ŕőśńěďŋĺě őŕřěďěń£¿šś£ şśńőćĺěň q(v) < 0 ∀v ≠ 0).

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ řăąőšě ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ăŋĺğőšřőŕŋőśšĳ ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ğăňěŋĺšěńĳ śćőľśšćă ŕőńőęĺšěńĳŋőľ (ĺńĺ őšřĺűăšěńĳŋőľ) őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ćěźěśšćěŋŋőľ ťőřňż.

5.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő ś śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş £ďřă ťőřňż, čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łăł ňż şęě ćĺďěńĺ ć n^o 1.6.2, ŕřőśšřăŋśšćő V c ťőřňőľ B £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ V = R ⊕ U £ďřă R = ker B ĺ ń¿ąőčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ł ŋěňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U, ŕřĺů-ěň őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă U ŋěćżřőęďěŋő. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő U ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ ěśšĳ ŕř£ňă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śşňňă čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ďőłăęěň ¡šő ĺŋďşłűĺěľ ŕő dim U.

Ěśńĺ U śăňő ăŋĺğőšřőŕŋő (ă ¡šő šăł ŕřĺ dim U = 1), šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ć U ěśšĳ ŋěŋşńěćőľ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř u, šő ćśńěďśšćĺě ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ ťőřňż śşźěśšćşěš ćěłšőř u^′, šăłőľ ůšő B(u^′, u) = b ≠ 0. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă u ĺ u^′ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕńőśłőśšĳ H_2.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăćěŋśšćő B(u^′ + λu, u^′ + λu) = B(u^′, u^′) + 2bλ ŕőłăğżćăěš, ůšő ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ u^′ ŋă ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř w = u^′ − B(u^′, u^′)2b u. Šăł łăł B(w, u) = B(u^′, u) = b, ćěłšőř w ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżľ ćěłšőř v = b^{−1}w. Ć ąăğĺśě {u, v} ňăšřĺűă Čřăňă őčřăŋĺůěŋĺ£ ťőřňż B ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď ( 0 1 1 0 ) , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Šăł łăł čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕńőśłőśšĳ ŋěćżřőęďěŋă, ňż ŕőńşůăěň őřšőčőŋăńĳŋőě řăğńőęěŋĺě U = H_2 ⊕ H^⊥_2 , ŕřĺů-ěň őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă H^⊥_2 ŋěćżřőęďěŋő. Ŕő ĺŋďşłűĺĺ H^⊥_2 £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋő šőčďă ¡šő ćěřŋő ĺ ďń£ U, ĺąő ŕř£ňă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śşňňă čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć H_{2m} ĺ H_{2l} £ćń£ěšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň H_{2(m+l)}. � 5.4.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m},

ć łőšőřőň, śłăęěň, ůĺśńő ŕń¿śőć p ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ňĺŋşśőć m. Šőčďă £ďřőň šăłőľ ťőřňż £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă šěţ łőőřďĺŋăš x_{p+m+1}, . . . , x_n, łőšőřżě ŋě ŕřĺśşšśšćş¿š ć ťőřňşńě. Ć łăůěśšćě čĺŕěřąőńĺůěśłőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő śńăčăěňőčő ňőęŋő ćğ£šĳ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş łőőřďĺŋăš x_1, x_2, . . . , x_m , x_{p+1}, . . . , x_{p+m}, ă ć łăůěśšćě ăŋĺğőšřőŕŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő śńăčăěňőčő ňőęŋő ćğ£šĳ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş őśšăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš x_{m+1}, . . . , x_p. 5.5. Őšřăęěŋĺ£. Ŕşśšĳ V |ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ B, ĺ v ∈ V | ń¿ąőľ ăŋĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř. Šőčďă V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş V = ⟨v⟩ ⊕ ⟨v⟩^⊥, čďě k· | őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăš£ŋşšőě ŋă ćěłšőř v, ă ⟨v⟩^⊥ = Ann ϱ_B(v) = {w ∈ V | B(w, v) = 0} | ěčő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě, ŕřĺů-ěň őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă őąă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋěćżřőęďěŋő. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř σ_v : V −→ V , łőšőřżľ ňěŋ£ěš ğŋăł ş v ĺ šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ⟨v⟩^⊥, ŋăğżćăěšś£ őšřăęěŋĺěň ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ⟨v⟩^⊥.

Ğăďăůă 7.31. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ∀w ∈ V

σ_v(w) = w − 2 B(w, v) B(v, v) v. Ğăďăůă 7.32. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őšřăęěŋĺě őąřăšŋő śăňő śěąě ĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ. Ğăďăůă 7.33. Ŕşśšĳ F : V −→ V | ĺğőňěšřĺ£. Şďőśšőćěřĳšěśĳ, ůšő σ_{F v} = F σ_vF^{−1}.

5.5.1. Ńěňňă. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ćěłšőřőć u, v, šăłĺţ ůšő B(u, u) = B(v, v) ≠ 0, śşźěśšćşěš őšřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£- źěě u ńĺąő ć v ńĺąő ć −v.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő u ĺ v ŋěłőńńĺŋěăřŋż, š.ł. ĺŋăůě u = ±v ĺ šăłőćżň őšřăęěŋĺěň ąşďěš σ_v = σ_u.

Ĺšăł, ŕşśšĳ ŋă u ĺ v ňőęŋő ŋăš£ŋşšĳ ŋěćżřőęďěŋŋżľ ŕăřăńńěńőčřăňň (ă šőůŋěě | řőňą). Čěőňěšřĺůěśłĺ őůěćĺďŋő, ůšő ĺśłőňőě őšřăęěŋĺě ŋăďő ďěńăšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ ¡šőčő řőňąă.

Ťőřňăńĳŋő: ćěłšőřż e_1 = u + v ĺ e_2 = u − v őřšőčőŋăńĳŋż (ĺąő B(e_1, e_2) = B(u, u) − B(v, v) = 0) ĺ ŕőřőęďă¿š šő ęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ůšő ĺ u ĺ v, ă ğŋăůĺš ţőšĳ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ďă ăŋĺğőšřőŕěŋ. Ěśńĺ ¡šő e_2, šő σ_{e2} ŕěřěćőďĺš ć śěą£ e_1 ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ş e_2, š.ě. ŕěřěćőďĺš u = (e_1 + e_2)/2 ć v = (e_1 − e_2)/2. Ěśńĺ ăŋĺğőšřőŕěŋ e_1, šő ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő σ_{e1} ŕěřěćőďĺš u ć −v. � 5.5.2. Śńěďśšćĺě. (ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă) Ěśńĺ ć şśńőćĺĺ ńěňňż ŕřěďŕőńőęĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ăŋĺğőšřőŕŋő, šő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ őšřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě u ć šőůŋőśšĺ ć v.

5.5.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŋě ąőńěě 2n őšřăęěŋĺľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ĺğőňěšřĺ£ őďŋőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ńĺąő šőęďěśšćěŋŋă, ńĺąő £ćń£ěšś£ őšřăęěŋĺěň −E. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V^F−−→ V | ĺğőňěšřĺ£ ňŋőčőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ăŋĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř v ĺ őšřăęěŋĺě σ, łőšőřőě ŕěřěćőďĺš v ć F v ĺńĺ −F v. Łőňŕőğĺűĺ£ σF ŕěřěćőďĺš šőčďă v ć ±v, ă ğŋăůĺš ŕěřěćőďĺš ć śěą£ őřšőčőŋăńĳŋş¿ v čĺŕěřŕńőśłőśšĳ. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, őčřăŋĺůěŋĺě σF ŋă ¡šş čĺŕěřŕńőśłőśšĳ £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŋě ąőńěě ůěň 2n − 2 őšřăęěŋĺľ. Ŕő¡šőňş F = σσF £ćń£ěšś£ śăňőě ąőńĳÿěě łőňŕőğĺűĺěľ 2n − 1 őšřăęěŋĺľ ĺ ěź-ě, ňőęěš ążšĳ, őďŋőčő őšřăęěŋĺ£ σ_{F v}. �

Ğăďăůă 7.34. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ĺğőňěšřĺ£ n-ňěřŋőčő ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŋě ąőńěě ůěň n őšřăęěŋĺľ.

5.6. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ćĺššă) Ŕşśšĳ U, V . W | šřĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ śĺňňěšřĺůŋżňĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ. Ěśńĺ śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňż U ⊕ V ś ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ U ⊕ W , šő śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň V ś W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim U. Ěśńĺ U = 0, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ U = ⟨u⟩ | őďŋőňěřŋő, šő u ăŋĺğőšřőŕěŋ. Ŕşśšĳ F : ⟨u⟩ ⊕ V −→ ⟨u⟩ ⊕ W | ĺğőňěšřĺ£. Ŕőďąěř-ěň őšřăęěŋĺě σ ćšőřőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěćőď£źěě F u ć ±u. Šőčďă ĺğőňěšřĺ£ σF ŕěřěćőďĺš ⟨u⟩ ć ⟨u⟩, ă ğŋăůĺš ĺŋďşűĺřşěš ĺśłőňş¿ ĺğőňěšřĺ¿ őřšőčőŋăńĳŋżţ ďőŕőńŋěŋĺľ.

Ć őąźěň śńşůăě řăğńőęĺň U ć ŕř£ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş U = ⟨u⟩ ⊕ ⟨u⟩^⊥, čďě u | ń¿ąőľ ăŋĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř. Ŕřĺňěŋ££ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ ł U = ⟨u⟩ ŕőńşůĺň ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ⟨u⟩^⊥ ⊕ V ś ⟨u⟩^⊥ ⊕ W . Ěź-ě řăğ ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ś U = ⟨u⟩^⊥, ŕőńşůăěň ĺśłőňş¿ ĺğőňěšřĺ¿ V ś W . � 5.6.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ W ś ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋż, šő ćś£łőě ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě ć W ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U ⊂ V , ŋă łőšőřőě ťőřňă ś V őčřăŋĺůĺćăěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋő, ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő ĺğőňěšřĺĺ ćśěčő V ŋă W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě Ćĺššă śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ďő U ć V ĺ őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ďő őąřăğă U ć W . İšőš ĺğőňőřťĺğň ĺ ŕřőďőńęĺš ğăďăŋŋőě ćńőęěŋĺě.

5.6.2. Śńěďśšćĺě. Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ć ŕř£- ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş £ďřă, čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšć ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺůěśłőčő ĺğőňőřťĺğňă, šőęďěśšćěŋŋőčő ŋă £ďřě (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ ăŋĺğőšřőŕŋă£ ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ śőśšăćń£¿źĺě őďŋőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕěřěćőď£šś£ ć śőőšćěšśšćş¿źĺě śőśšăćń£¿źĺě ń¿ąőčő ďřşčőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕőďţőď£źĺň ĺğőňěšřĺůěśłĺň ĺğőňőřťĺğňőň őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ R ⊕ H_{2m} ⊕ A = R ⊕ H_{2l} ⊕ A^′ | ďćă řăğńőęěŋĺ£, ĺ ŕşśšĳ m ≤ l. Ŕřőěłűĺ£ ćďőńĳ R şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň H_{2m} ⊕ A ś H_{2l} ⊕ A^′. Ŕő šěőřěňě Ćĺššă šőčďă ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň A ś H_{2(l−m)} ⊕ A^′, ůšő ĺğ-ğă ăŋĺğőšřőŕŋőśšĺ A ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ H_{2(l−m)} = 0, š.ě. ŕřĺ m = l. Ŋő šőčďă śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň A ś A^′. Ěčő ŕř£ňă£ śşňňă ś šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň ŋă R ĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺň őšőęďěśšćńěŋĺěň čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ąşďěš ĺśłőňőľ ĺğőňěšřĺěľ, ŕěřěćőď£źěľ őďŋő řăğńőęěŋĺě ć ďřşčőě.

5.6.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ňőęěš ążšĳ ŕěřěćěďěŋő ć ń¿ąőě ďřşčőě čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ ŕőďţőď£źěľ ĺğőňěšřĺěľ őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ĺğ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ ĺ ğăďăůĺ Ğăďăůă 7.35. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě m-ňěřŋőě ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě V ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ śőďěřęĺšś£ ć čĺŕěřąőńĺůěśłőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě H_{2m} ⊂ V .

ćżšěłăěš 5.6.4. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąőě ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ŕěřěćőďĺšś£ ć ń¿ąőě ďřşčőě ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďţőď£źěľ ĺğőňěšřĺĺ őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

5.6.5. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ć ŕőďţőď£źĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě

q(x) = x_1x_{i+1} + x_2x_{i+2} + · · · + x_ix_{2i} + a(x_{2i+1}, . . . , x_r),

ć łőšőřőň ůĺśńő r şůăśšćş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋő řăŋčş ťőřňż ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš, ůĺśńő i ŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ šăłęě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš, ă ťőřňă a őš őśšăćÿĺţś£ r − 2i ŕěřěňěŋŋżţ ăŋĺğőšřőŕŋă ĺ őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă k^{(r−2i)}.

5.7. Ćěźěśšćěŋŋżě ťőřňż. Ćěźěśšćěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋă n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, łăł ňż ćĺďěńĺ, ňőęěš ążšĳ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš ŕřěőąřăğőćăŋă ł ćĺďş

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m},

Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ůĺśńő ŕń¿śőć p ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ňĺŋşśőć m. Ğăňěŋ££ x^2_i − x^2_{p+i} ŋă (x_i + x_{p+i})(x_i − x_{p+i}) = y_iy_{p+i} ĺ ŕőńăčă£ y_ν = x_ν ŕřĺ ν = (m + 1), (m + 2), . . . , p ĺ ν > (p + m) ŕőńşůăěň řăğńőęěŋĺě ć śşňňş čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőľ ťőřň: q(y) = h_{2m}(y) + α_{p−m}(y) , čďě h_{2m}(y) = y_1y_{p+1} + · · · + y_my_{p+m} , a α_{p−m}(y) = y^2_{m+1} + · · · + y^2_p .

Ňż ŕőńşůăěň, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ďń£ šăłőľ ťőřňż řăćŋă n − p (ă ć őąźěň śńşůăě n − max(p, m)). Řăğňěřŋőśšĳ £ďřă šăłőľ ťőřňż řăćŋă n − p − v. Śńěďőćăšěńĳŋő ůĺśńă p ĺ m ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ łćăďřăšőć ć ďĺăčőŋăńĳŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ćěźěśšćěŋŋőľ ťőřňż ŋě ğăćĺś£š őš śŕőśőąă ŕřőĺćěďěŋĺ£ ťőřňż ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. Őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ĺ őšřĺűăšěńĳŋżň ĺŋďěłśăňĺ ĺŋěřűĺĺ ťőřňż q. Ďřşčă£ ĺţ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ţăřăłšěřĺğăűĺ£ ďőśšăćń£ěšś£ ğăďăůěľ Ğăďăůă 7.36. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńőęĺšěńĳŋżľ ĺŋďěłś ĺŋěřűĺĺ řăćěŋ ŋăĺąőńĳÿěľ ĺğ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋă łőšőřżě ťőřňă őčřăŋĺůěćăěšś£ ć ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ťőřňş, ă őšřĺűăšěńĳŋżľ ĺŋďěłś ĺŋěřűĺĺ řăćěŋ ŋăĺąőńĳÿěľ ĺğ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋă łőšőřżě ťőřňă őčřăŋĺůěćăěšś£ ć őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ťőřňş.

Łăł ŕřăćĺńő, ĺŋďěłśż ĺŋěřűĺĺ ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕő ń¿ąőľ ě-ě ňăšřĺűě Čřăňă ąěğ £ćŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă. Ďń£ ¡šőčő řăśśňăšřĺćă¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čńăćŋżţ şčńőćżţ ňĺŋőřőć

´_0, ´_1, ´_2, . . . , ´_n čďě n = dim V (5-3)

(ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ´_0^{def}= 1, ă ´_k | ¡šő ňĺŋőř ňăšřĺűż Čřăňă, řăśŕőńőęěŋŋżľ ć ŕěřćżţ k śšřőłăţ ĺ ŕěřćżţ k śšőńąűăţ).

5.7.1. Ŕřĺňěř: Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőšĳ čńăćŋżţ şčńőćżţ ňĺŋőřőć (5-3) śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă ůěšżř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłőćă, ůšő

´_1 < 0 , ´_2 = 0 , ´_3 < 0 , ´_4 > 0 .

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋőčő ćĺďă ¡šőľ ťőřňż ğăňěšĺň, ůšő š.ł. őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ŕěřćżţ ďćşţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ćżřőęďěŋő, ć ¡šőľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ĺňěěšś£ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŕěřćżţ šř-ěţ ąăğĺśŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć śőďěřęĺšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕńőśłőśšĳ, ĺ (ŋěćżřőęďěŋŋőě) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ¡šő šř-ěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď (1, −1, 1) ĺńĺ (1, −1, −1). Ŕőśłőńĳłş ´_3 < 0 ćšőřőľ śńşůăľ ŋěćőğňőęěŋ. Š.ł. ´_4 > 0 ŕőńşůăěň, ůšő ĺśłőňżľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ŋăÿěľ ťőřňż ŋă ćś-ěň ŕřőśšřăŋśšćě ěśšĳ (1, −1, 1, −1).

Ğăďăůă 7.37. (Łřĺšěřĺľ Śĺńĳćěśšřă) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćśě čńăćŋżě şčńőćżě ňĺŋőřż ňăšřĺűż Čřăňă ŋěŋşńěćżě, šő őšřĺűăšěńĳŋżľ ĺŋďěłś ĺŋěřűĺĺ řăćěŋ ůĺśńş ŕěřěňěŋ ğŋăłă ŕřĺ ŕřőůšěŋĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (5-3) śńěćă ŋăŕřăćő.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ěź-ě őďŋă ğăďăůă ć Àŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőňÁ ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Ğăďăůă 7.38. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň Z/pZśşźěśšćş¿š šőńĳłő ďćě (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă) ăŋĺğőšřőŕŋżě ťőřňż | őďŋőňěřŋżě ťőřňż x^2 ĺ ηx^2, čďě η | łăłőľ-ńĺąő łćăďřăšĺůŋżľ ŋěćżůěš (śň. ńěłűĺĺ ŕěřćőčő śěňěśšřă) ŕő ňőďşń¿ p. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ćś£łă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋăď Z/pZŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş x^2_1 + x^2 +· · ·+ x^2_{n−1} + ηx^2_n, čďě η řăćěŋ ěďĺŋĺűě ŕřĺ ů-ěšŋżţ n, ă ŕřĺ ŋěů-ěšŋżţ n řăćěŋ ńĺąő 1, ńĺąő łăłőňş-ńĺąő ťĺłśĺřőćăŋŋőňş łćăďřăšĺůŋőňş ŋěćżůěšş. Şłăğăŋĺě: Ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łă£ ťőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě řăğňěřŋőśšĺ ¿ 2 őąńăďăěš ĺğőšřőŕŋżň ćěłšőřőň. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă śćőďĺš ćś-ě ďěńő ł ďőłăğăšěńĳśšćş šőčő, ůšő ťőřňă x^2_1 + αx^2 őąńăďăěš ĺğőšřőŕŋżň ćěłšőřőň. İšő ŕřőćěř£ěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřĺŋűĺŕă Ďĺřĺţńě.