Ńěłűĺ£ 6 Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň

▷Ťăłšőřĺğăűĺ£ őŕěřăšőřă ▷Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ▷Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŕő řăğńőęěŋĺ¿ ăŋŋşńĺřş¿źěčő ňŋőčőůńěŋă ▷Łőřŋěćżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ▷Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă ▷Śšřşłšşřă ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă ▷Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă ĺ ĺţ ćżůĺśńěŋĺě ŕřĺćěďěŋĺěň ŕő ňőďşń¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ▷İłśŕőŋěŋšă ĺ ńőčăřĺťň ▷Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ ▷İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ďěľśšćĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă F : V −→ V ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V , ŋě ŕřěďŕőńăčă£ ŋăńĺůĺ£ łăłĺţ-ńĺąő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ śšřşłšşř ŋă V . Ĺŋőčďă ňż ąşďěň šřěąőćăšĳ ăńčěąřăĺůěśłş¿ ğăňłŋşšőśšĳ őśŋőćŋőčő ŕőń£ k (ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ řăğńőęěŋĺ£ Ęőřďăŋă ĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ őš őŕěřăšőřă), ŋő ğŋăůĺšěńĳŋă£ ůăśšĳ ŋăÿĺţ řăśśňőšřěŋĺľ ąşďěš śőţřăŋ£šĳ śĺńş ŋăď ń¿ążň ŕőńěň.

x1. Čěőňěšřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň

1.1. Ťăłšőřĺğăűĺ£ őŕěřăšőřă. § ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺ¿ 5 ŕřőÿńőčő śěňěśšřă), ůšő ŕő ń¿- ąőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ťăłšőř ŕřőśšřăŋśšćő V/W . Ěčő ćěłšőřăňĺ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, £ćń£¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě ŕăřăńńěńĳŋżě śďćĺčĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă A¸ (W ) ć A¸ (V ). Őŋĺ őąőğŋăůă¿šś£ ůěřěğ

[v]_W = v + W = {v + w ŕő ćśěň w ∈ W }

ĺńĺ ŕřőśšő ůěřěğ [v], ěśńĺ £śŋő, ůšő ğă W ĺňěěšś£ ć ćĺďş.

Ŕőďňŋőęěśšćő [v] ∈ V ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋő šăłęě łăł łńăśś śňěęŋőśšĺ ćěłšőřă v ŕő ňőďşń¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W . Őšňěůş, ůšő řăćěŋśšćő [v] = [u] řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ u − v ∈ W (šăłĺě u ĺ v ŋăğżćă¿šś£ śřăćŋĺňżňĺ ŕő ňőďşń¿ W ). Őŕěřăűĺĺ ŋăď ćěłšőřăňĺ ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćă őŕřěďěń£¿šś£ ŕřăćĺńăňĺ

[v] + [u]^{def}= [v + u] λ[v]^{def}= [λv] ∀u, v ∈ V ∀λ ∈ k. 70

Ğăďăůă 6.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£ łőřřěłšŋż, ĺ ůšő V/W £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

Ğăďăůă 6.2. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e1, e2, . . . , ek śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě W , ă łńăśśż ćěłšőřőć [e_{k+1}], [e_{k+2}], . . . , [e_n] śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćě V/W . Ďőłăęĺšě, ůšő ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V .

Ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ďěľśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V , šő őŋ ąşďěš ĺŋďşűĺřőćăšĳ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ~F : V/W −→ V/W ŋă ťăłšőřě ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ďń£ F (š.ě. ąşďěš ŕěřěţőďĺšĳ ŕőď ďěľśšćĺěň F ć śěą£). Őŕěřăšőř ~F ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-őŕěřăšőřőň F ŕő ňőďşń¿ ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ĺ őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ ~F ([v]) = [F (v)].

Ğăďăůă 6.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő (ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő W ĺŋćăřĺăŋšŋő).

Ğăďăůă 6.4. Ŕşśšĳ {e1, e2, . . . , en} | ąăğĺś ć V , šăłőľ ůšő {e1, e2, . . . , ek} ąşďěš ąăğĺśőň ć W . Şąěďĺšěśĳ, ůšő F -ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ W řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ňăšřĺűă F_e

ĺňěěš ąńőůŋżľ ćĺď ( A B 0 C ) , čďě 0 | ŋşńěćă£ ňăšřĺűă řăğňěřă (n−k)×k. Şąěďĺšěśĳ šăłęě, ůšő a) ąńőł A ąşďěš ňăšřĺűěľ őčřăŋĺůěŋĺ£ őŕěřăšőřă F ŋă W ć ąăğĺśě {e1, e2, . . . , ek}; ą) łńăśśż [eν] ś ν ≥ k + 1 śőśšăć£š ąăğĺś ć V/W ĺ ąńőł C ąşďěš ňăšřĺűěľ ~F ć ¡šőň ąăğĺśě.

1.2. Ăŋŋşńĺřşźĺě ňŋőčőůńěŋż. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă g(t) ∈ k[t]:

g(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · + a_mt^m

őŕřěďěńĺň řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ć ŋěčő őŕěřăšőřă F ∈ Hom(V, V ) łăł őŕěřăšőř

g(F ) = a_0 · E + a_1 · F + a_2 · F^2 + · · · + a_m · F^m ∈ Hom(V, V ).

Őšőąřăęěŋĺě ev_F : k[t] −→ Hom(V, V ) : g(t) → g(F ) £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň łőńěű. Ěčő őąřăğ, śőśšő£źĺľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ őŕěřăšőřőć ćĺďă g(F ), őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ k[F ]. Ěčő £ďřő ker ev_F ⊂ k[t] śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć q(t), ďń£ łőšőřżţ q(F ) £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň őŕěřăšőřőň (š.ě. őšőąřăęăěš ćś-ě V ć ŋşńěćőľ ćěłšőř). Šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ŋăğżćă¿šś£ ăŋŋşńĺřş¿źĺňĺ ďń£ F .

Ğăďăůă 6.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ăŋŋşńĺřş¿źĺě ňŋőčőůńěŋż śőśšăćń£¿š ĺďěăń ć k[t]. İšőš ĺďěăń ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć, ŕőśłőńĳłş ŋě śőďěřęĺš łőŋśšăŋšż, ĺ őšńĺůěŋ őš ŋşń£, ŕőśłőńĳłş ć łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Hom(V, V ) ąěśłőŋěůŋőě śěňěľśšćő ćěłšőřőć F^0 = E, F^1, F^2, . . . ďőńęŋő ążšĳ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňő:

a_0 · E + a_1 · F + a_2 · F^2 + · · · + a_d · F^d = 0

ďń£ ŋěłőšőřőčő d ∈ N ĺ ŕőďţőď£źĺţ a_ν (ŋě ćśěţ ŋşńěćżţ).

Šăł łăł k[t] | łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ňŋőęěśšćő ňŋőčőůńěŋőć, łőšőřżě ăŋŋşńĺřş¿š ďăŋŋżľ őŕěřăšőř F , śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, ďěń£źĺţś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ μ_F (t), őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ňżľ łăł ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, ăŋŋşńĺřş¿źĺľ F . İšőš ňŋőčőůńěŋ μ_F (t) ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă F .

1.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śšěŕěŋĳ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŋě ŕřěćżÿăěš řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš őŕěřăšőř:

deg μ_F ≤ dim V.

Ğăňěůăŋĺě. Ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ćś£łĺľ őŕěřăšőř ŋă V ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěłőšőřżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ dim V = n. İšő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ć łőŋűě ŕőśńěďŋěľ ńěłűĺĺ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă šőęďěśšćă Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ, şšćěřęďă¿źěčő, ůšő ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ňăšřĺűż ć ě-ě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńşůăěšś£ ŋşńěćă£ ňăšřĺűă (ĺ ¡šő ćěřŋő ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň!). Ĺŋăůě čőćőř£, χ_F (F ) = 0, š.ě. őŕěřăšőř ăŋŋşńĺřşěšś£ śćőĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň. Šěň ŋě ňěŋěě, ňż şłăęěň ğďěśĳ ŋěğăćĺśĺňőě čěőňěšřĺůěśłőě ŕőśšřőěŋĺě ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ dim V = n, ăŋŋşńĺřş¿źěčő F . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim V . Ěśńĺ dim V = 1, šő F = λE | čőňőšěšĺ£ ĺ ăŋŋşńĺřşěšś£ ńĺŋěľŋżň ďćşůńěŋőň t − λ. Ěśńĺ dim V > 1, řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ≠ 0 ĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ŋăšşřăńĳŋş¿ śšěŕěŋĳ F^m, ďń£ łőšőřőľ ćěłšőř F^mv ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ŕřěďżďşźĺě śšěŕěŋĺ:

F^mv = a_0v + a_1F v + · · · + a_{m−1}F^{m−1}v

(ğďěśĳ ďőŕşśłăěšś£, ůšőąż ćśě a_ν ążńĺ ŋşńěćżňĺ!).

Ćěłšőřż v, F v, . . . , F^{m−1}v ąşďşš ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, šăł ůšő ĺţ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă W £ćń£ěšś£ F -ĺŋćăřĺăŋšŋżň m-ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Őčřăŋĺůěŋĺě F ŋă ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěŋşńěćżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ m f(t) = t^m − a_{m−1}t^{m−1} − · · · − a_0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, f(F )v = 0, ă ğŋăůĺš ĺ f(F )F^rv = F^rf(F )v = 0 ďń£ łăęďőčő r.

Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ťăłšőř-őŕěřăšőř ~F ŕő ňőďşń¿ W ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěłĺň ňŋőčőůńěŋőň g(t) śšěŕěŋĺ dim(V/W ) = dim V − m. Řăćěŋśšćő g( ~F ) [ V/W ] = [0] őğŋăůăěš, ůšő g(F )V ⊂ W . Śńěďőćăšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ f(t)g(t) ăŋŋşńĺřşěš F ĺ ĺňěěš ŋşęŋş¿ śšěŕěŋĳ. �

1.3. Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŕő řăğńőęěŋĺ¿ ăŋŋşńĺřş¿źěčő ňŋőčőůńěŋă. Śőőšŋőÿěŋĺě ćĺďă g(F ) = 0 ś g ∈ k[t] ćśěčďă ďőśšăćń£ěš čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ďěľśšćĺĺ F . Ňż şęě ćĺďěńĺ ¡šő ŋă ŕřĺňěřě őŕěřăšőřă ś łćăďřăšőň ěďĺŋĺűă F : F^2 = E, ăŋŋşńĺřşěňőčő ňŋőčőůńěŋőň t^2 − 1 = (t + 1)(t − 1). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£

(F + E)(F − E) = 0

śńěďş¿š ćłń¿ůěŋĺ£

im(F + E) ⊂ V_+ = ker(F − E) = {v ∈ V | F v = v} im(F − E) ⊂ V_− = ker(F + E) = {v ∈ V | F v = −v}. Řăğńőęěŋĺě^1 E = −12(F − E) + 12(F + E) ŕőğćőń£ěš ŕřěďśšăćĺšĳ ń¿ąőľ ćěłšőř v ∈ V ć ćĺďě v = 1 2 (F + E)v − 1 2 (F − E)v = v_+ + v_−

1Ňż ğďěśĳ ňőńůăńĺćő ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő char(k) 6= 2, š.ł. ĺŋăůě t^2 � 1 = (t � 1)^2 ĺ t � 1 = t + 1.

ś v_+ ∈ V_+ ĺ v_− ∈ V_−. Ćňěśšě ś őůěćĺďŋżň řăćěŋśšćőň V_+ ∩V_− = 0 ¡šő ďă-ěš řăğńőęěŋĺě V = V_+ ⊕ V_− ć ŕř£ňş¿ śşňňş śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć őŕěřăšőřă F ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ±1 (ŕřăćďă, ŋě čăřăŋšĺřşěš, ůšő őąă őŋĺ ŋěŋşńěćżě). Ć ůăśšŋőśšĺ, F ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň őąőąźěŋĺěň ¡šőčő ŕřĺňěřă £ćń£ěšś£ śńěďş¿źěě 1.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř F ∈ Hom(V, V ) ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěłőšőřżň ňŋőčőůńěŋőň q ∈ k[t], łőšőřżľ ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć k[t] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě s ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ q(t) = q_1(t) · q_2(t) · · · · · q_s(t),

ĺ ŕşśšĳ Q_j(t) = q(t)/q_j(t), (j = 1, 2, . . . , s) | ćśěćőğňőęŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕő (s − 1) ĺğ ŋĺţ. Šőčďă

(i) ker q_j (F ) = im Q_j (F ) ĺ £ćń£ěšś£ F -ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň (ćőğňőęŋő, ŋşńěćżň);

(ii) śşňňă ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ĺğ (I) £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ ĺ śőćŕăďăěš ś V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěęďě ćśěčő, ňż ĺňěěň ∀j ćłń¿ůěŋĺě

im Q_j (F ) ⊂ ker q_j (F ),

łőšőřőě ćżšěłăěš ĺğ řăćěŋśšćă 0 = q(F )V = q_j (F )Q_j(F )V .

Ďăńěě, ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ker q_j (F ) ŕőŕăřŋő šřăŋśćěřśăńĳŋż. İšő ćżšěłăěš ĺğ ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšż q_i ĺ q_j ŕřĺ i ≠ j: ŕőďąěř-ěň šăłĺě ňŋőčőůńěŋż a, b ∈ k[t], ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ šőęďěśšćő a(t)q_i(t) + b(t)q_j(t) = 1,

ŕőďśšăćĺň ć őąě ůăśšĺ őŕěřăšőř F ĺ ŕřĺňěŋĺň ł ćěłšőřş v ∈ ker q_i ∩ ker q_j . Ŕőńşůĺň

v = a(F )q_i(F )v + b(F )q_j(F )v = a(F )0 + b(F )0 = 0.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śşňňă ŕőďŕřőśšřăŋśšć im Q_j (F ) śőśšăćń£ěš ćś-ě V . Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

ŊŐĎ(Q_1, Q_2, . . . , Q_s) = 1 ĺ ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłĺě g_ν ∈ k[t], ůšő^s ∑ ν=1 Q_ν (t)g_ν (t) = 1. Ŕőďśšăćń££

ć ¡šő řăćěŋśšćő F ĺ ŕřĺňěŋ££ ěčő ł ŕřőĺğćőńĳŋőňş v ∈ V ŕőńşůăěň řăğńőęěŋĺě v = ∑ v_ν , čďě v_ν = Q_ν (F )g_ν (F )v ∈ im Q_ν (F ).

Ĺğ ¡šĺţ šř-ěţ ťăłšőć ĺ ćżšěłăěš ŕřěďńőęěŋĺě.

1.3.2. Ŕřĺňěř: ŕřőěłšőřż. Őŕěřăšőř F : V −→ V ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšőřőň, ěśńĺ śşźěśšćşěš řăğńőęěŋĺě V = U ⊕ W , šăłőě ůšő F ŕěřěćőďĺš ń¿ąőľ ćěłšőř v = (u, w) ∈ U ⊕ W ć (0, w). Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š šăłęě, ůšő F ŕřőěłšĺřşěš V ŋă W ćďőńĳ U.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ćżÿě ŕřěďńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ŕřőěłšőřăňĺ £ćń£¿šś£ šě ĺ šőńĳłő šě őŕěřăšőřż F , łőšőřżě ăŋŋşńĺřş¿šś£ ňŋőčőůńěŋőň t^2 − t, š.ě. şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ¿ F^2 = F . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě

V = ker(F ) ⊕ ker(F − E) ĺ ker(F − E) = im (F ),

š.ě. ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş £ďřă ĺ őąřăğă, ĺ ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă ŋă őąřăğě šőęďěśšćěŋŋő.

Ďřşčĺňĺ śńěďśšćĺ£ňĺ ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŕřěďńőęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ąőńěě ňőźŋżě, ůěň ĺğ ńěłűĺĺ 4, łřĺšěřĺĺ ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă

1.3.3. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ őŕěřăšőř F ∈Homk(V, V ) ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ąěğ łřăšŋżţ łőřŋěľ, ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčă¿źĺňś£ ŋăď k ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ, šő F ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăćěŋśšćő (F − λ1E)(F − λ2E) · · · (F − λsE) = 0 ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ćśě λν ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż ďă-ěš řăğńőęěŋĺě V = ⨁ ker(F − λ_ν E) (čďě śşňňĺřőćăŋĺě ĺď-ěš ŕő ćśěň ŋěŋşńěćżň ĺğ ŋăŕĺśăŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć), ůšő ĺ šřěąşěšś£.

Ğăďăůă 6.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ďĺăčőŋăńĺğşěňżľ őŕěřăšőř ăŋŋşńĺřşěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ∏ (t − λ_ν ), ć łőšőřőň ŕřĺśşšśšćş¿š ąěğ ŕőćšőřěŋĺľ ćśě ěčő řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£.

1.3.4. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă ŋăď ŋěłőšőřżň ŕőńěň ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ěčő ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăńś£ ŋăď ¡šĺň ŕőńěň ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋě ĺňěń łřăšŋżţ łőřŋěľ.

Ğăďăůă 6.7. Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ďĺăčőŋăńĺğşěňőčő őŕěřăšőřă ŋă ń¿ąőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ąşďěš ďĺăčőŋăńĺğşěňő ŋă ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě. Ğăďăůă 6.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ďĺăčőŋăńĺğşěňżţ őŕěřăšőřőć ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋă ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋő ć őďŋőň őąźěň ąăğĺśě Şłăğăŋĺě: Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă, ńěňňőľ ő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ ĺ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ.

Ć łăůěśšćě ŕőśńěďŋěčő śńěďśšćĺ£ őšňěšĺň, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš n, ąşďěš ďĺăčőŋăńĺğşěň ćś£łĺľ őŕěřăšőř, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ F^n = E. Ŕőśłőńĳłş ć łőŋěůŋőľ čřşŕŕě G ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ F^{|G|} = E, ňż ŕőńşůăěň

1.3.5. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő, G | łőŋěůŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć

GL_k (V ), ĺ ě-ě ŕőř£ďőł |G| ŋě ďěńĺšś£ ŋă ţăřăłšěřĺśšĺłş ŕőń£ k. Šőčďă:

(i) ćśě őŕěřăšőřż ć G ďĺăčőŋăńĺğşěňż;

(ii) ěśńĺ G | ăąěńěćă, šő őŋĺ ŕřĺćőď£šś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋő ć őďŋőň őąźěň ąăğĺśě.

x2. Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő őśŋőćŋőě ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő. Ŋăÿă űěńĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ćżďěńĺšĳ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă ěčő Àďĺăčőŋăńĺğşěňş¿ śőśšăćń£¿źş¿Á, ĺ ćż£śŋĺšĳ łăł şśšřőěŋő šő, ůšő ŕőśńě ¡šőčő őśšăŋěšś£. 2.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ F ∈Homk (V, V ) ĺ λ ∈ k | ń¿ąőě ůĺśńő. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

K_λ = ⋃ n∈N ker(F − λE)^n = {v ∈ V | (F − λE)^nv = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő n ∈ N}

ŋěğżćăěšś£ łőřŋěćżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň śő ğŋăůěŋĺěň λ.

§2: Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă. 75

Ğăďăůă 6.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ĺ ć śăňőň ďěńě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő!

2.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćś£łőě łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Kλ F -ĺŋćăřĺăŋšŋő, őšńĺůŋő őš ŋşń£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă λ £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň őŕěřăšőřă F , ĺ šřăŋśćěřśăńĳŋő ń¿ąőňş ďřşčőňş łőřŋěćőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş K_μ ś μ ≠ λ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. F -ĺŋćăřĺăŋšŋŋőśšĳ Kλ ŕřőćěř£ěšś£ ćżłńăďłőľ: (F − λE)^nv = 0 =⇒ (F − λE)^nF v = F (F − λE)^nv = 0, Ěśńĺ K_λ őšńĺůŋő őš ŋşń£, šő őŋő śőďěřęĺš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř v ∈ K_λ, šăłőľ ůšő v ≠ 0 ĺ F v = μv. Řăćěŋśšćő 0 = (F − λE)^nv = (μ − λ)^nv

ŕőłăğżćăěš, ůšő ěčő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě μ ďőńęŋő śőćŕăďăšĳ ś λ. Őąřăšŋő, ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V_λ = ker(F − λE) śőďěřęĺšś£ ć łőřŋěćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě K_λ.

Ŕřěďżďşźĺě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š ğăőďŋő, ůšő ŕřĺ λ ≠ μ őŕěřăšőř (F − μE) (ďń£ łőšőřőčő K_λ £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, łăł ĺ ďń£ F ) ŋě ĺňěěš £ďřă ŋă K_λ, ă śšăńő ążšĳ, ĺ őŋ, ĺ ćśě ěčő śšěŕěŋĺ ďěľśšćş¿š ŋă K_λ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő, š.ě. K_λ ∩ K_μ = 0. � 2.2. Łőřŋěćőě řăğńőęěŋĺě. Řăğńőęĺň ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ μF őŕěřăšőřă F ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ μ_F (t) = (t − λ_1)^{m1} (t − λ_2)^{m2} · · · (t − λ_s)^{ms}

(čďě ćśě λ_ν ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ŕőŕăřŋő-řăğŋżňĺ). Ŕőńăčă£ ć ŕřěďńőęěŋĺĺ Şšć.1.3.1 q_j (t) = (t − λ_j )^{mj} , Q_j (t) = ∏ ν≠j (t − λ_ν )^{mν} , ŕőńşůăěň ŕř£ňőě F - ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě V = ⨁ W_{λj} , čďě W_{λj} = ker(F − λE)^{mj} = im Q_j (F ).

Ĺğ ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ μ_F śńěďşěš, ůšő ćśě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W_{λj} ŋěŋşńěćżě, ŕőśłőńĳłş 0 = W_{λj} = im Q_j (F ) őğŋăůăńő ąż, ůšő F ňőęŋő ăŋŋşńĺřőćăšĳ śőąśšćěŋŋżň ďěńĺšěńěň μ_F . Ĺğ ćłń¿ůěŋĺ£ 0 ≠ W_{λj} ⊂ K_λ ĺ šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĺ łőřŋěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć śńěďşěš őůěŋĳ ćăęŋżľ řěğşńĳ- šăš 2.3. Šěőřěňă. (Šěőřěňă ő łőřŋěćőň řăğńőęěŋĺĺ) Ěśńĺ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

V ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ďěľśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V , šő V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş łőřŋěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V = ⨁ K_{λj} , čďě śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň λ_j őŕěřăšőřă F . Łăęďőě łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_{λj} F -ĺŋćăřĺăŋšŋő ĺ śőćŕăďăěš ś ker(F − λ_j E)^{mj} , čďě ∏ j (t − λ_j )^{mj} = μ_F (t)

ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă F .

Ğăďăůă 6.10. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňŋőęĺšěńĳ (t − λj )^{mj} ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă F £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ F ŋă łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_{λj} .

2.3.1. Śńěďśšćĺě. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă ňĺŋĺňăńĳŋżľ ĺ ďěńĺš ŋěłőšőřş¿ ěčő śšěŕěŋĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő śńěďşěš, ůšő χF (t) ĺ μF (t) őąńăďă¿š őďĺŋăłőćżň ŋăąőřőň łőřŋěľ, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łřăšŋőśšĺ ¡šĺţ łőřŋěľ ş ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ŕőńĺŋőňă ŋě ňěŋĳÿě, ůěň ş ňĺŋĺňăńĳŋőčő. Ňŋőęĺšěńĳ (t − λ)^m ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ őŕěřăšőřă F ŋă łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_λ, ă ğŋăůĺšą m ≤ dim K_λ. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă F řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ěčő őčřăŋĺůěŋĺľ ŋă łőřŋěćżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă (¡šő őůěćĺďŋő, ěśńĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ det(F − tE) ąăğĺśőň, śőčńăśőćăŋŋżň ś łőřŋěćżň řăğńőęěŋĺěň). Ŕő¡šőňş łřăšŋőśšĳ ćţőęďěŋĺ£ (t − λ) ć χ_F (t) ć šőůŋőśšĺ řăćŋă dim K_λ, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Őšňěšĺň, ůšő ĺğ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ ćżšěłăěš šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ ďń£ ňăšřĺű ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň (ŋăÿĺ čěőňěšřĺůěśłĺě řăśśňőšřěŋĺ£ ŕřőćőďĺńĺśĳ, ŋăŕőňŋ¿, ŋěğăćĺśĺňő őš ¡šőčő šőęďěśšćă).

2.3.2. Śńěďśšćĺě. χF (F ) = 0

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Őŕěřăšőř F : V −→ V ŋăğżćăěšś£ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżň, ěśńĺ F^k = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő k ∈ N (š.ě. ěśńĺ őŋ ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň t^k).

Ğăďăůă 6.11. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋĺńĳŕőšěŋšěŋ, łőčďă ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋşńěćżě.

2.5. Šěőřěňă. (Ăďďĺšĺćŋőě řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă.) Ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă F , ďěľśšćş- ¿źěčő ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň śşźěśšćş¿š ďĺăčőŋăńĺğşěňżľ őŕěřăšőř F_{ss} ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżľ őŕěřăšőř F_n, šăłĺě ůšő:

(i) F = F_{ss} + F_n (ii) F_{ss}F_n = F_nF_{ss}.

İšĺňĺ ďćşň£ śćőľśšćăňĺ F_{ss} ĺ F_n őŕřěďěń£¿šś£ ŕő F őďŋőğŋăůŋő.

Ğăňěůăŋĺě ő šěřňĺŋőńőčĺĺ ĺ őąőğŋăůěŋĺ£ţ. Ĺŋďěłś ss £ćń£ěšś£ śőłřăźěŋčĺěň őš ăŋčńĺľśłőčő semisimple. Ďěńő ć šőň, ůšő ŋă £ğżłě šěőřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺľ (ă őŋ ć ďăŋŋőň ćőŕřőśě £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńěě şŕőšřěąĺšěńĳŋżň) ďĺăčőŋăńĺğşěňżě őŕěřăšőřż ŋăğżćă¿šś£ ŕőńşŕřőśšżňĺ (ă őŕěřăšőřż čőňőšěšĺľ | ŕřőśšżňĺ), ůšő őůěŋĳ şďőąŋő ĺ ěśšěśšćěŋŋő. Őŕěřăšőř F_{ss} ŋăğżćăěšś£ ŕőńşŕřőśšőľ ůăśšĳ¿ őŕěřăšőřă F , ă F_n | ŋĺńĳŕőšěŋšŋőľ ůăśšĳ¿ F . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ąşďěň ŕřőćěř£šĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ | śşźěśšćőćăŋĺě ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšś£ ć łăůěśšćě Àąěśŕńăšŋőčő ŕřĺńőęěŋĺ£Á.

Ŕşśšĳ F_{ss} ĺ F_n őąńăďă¿š ŋşęŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Šőčďă V řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć őŕěřăšőřă F_{ss}: V = ⊕V_{λj} . Ŕőśłőńĳłş F_n ŕěřěśšăŋőćőůěŋ c F_{ss}, łăęďőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V_{λj} ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋő ďń£ F_n.

Őčřăŋĺůěŋĺě F_n ŋă V_{λj} śőćŕăďăěš ś őčřăŋĺůěŋĺěň F −λ_j E. Ĺğ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőśšĺ F_n śńěďşěš, ůšő V_{λj} śőďěřęĺšś£ ć łőřŋěćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě K_{λj} őŕěřăšőřă F . Ĺğ šěőřěňż ő łőřŋěćőň řăğńőęěŋĺĺ ďń£ F ćżšěłăěš šěŕěřĳ, ůšő V_{λj} = K_{λj} . Ŕő¡šőňş F_{ss} őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£

§3: Śšřőěŋĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă (ŋăď ń¿ążň ŕőńěň). 77

ŕő F łăł őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă łăęďőň łőřŋěćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě K_{λj} őŕěřăšőřă F čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň λ_j . Ŋő šőčďă F_n = F − F_{ss} šăłęě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő F .

Šő, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, őŕěřăšőřż F_{ss} ĺ F_n, ŕőśšřőěŋŋżě ŕő šőńĳłő ůšő őŕĺśăŋŋżň ŕřăćĺńăň, ąşďşš şďőćńěšćőř£šĳ şśńőćĺ£ň šěőřěňż | őůěćĺďŋő. �

x3. Śšřőěŋĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă (ŋăď ń¿ążň ŕőńěň).

Ďěľśšćĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕřěřăšőřă V^F−−→ V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k őůěŋĳ şďőąŋő őŕĺśżćăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ďĺăčřăňňż đŋčă (ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ś ŋĺňĺ ć ŕěřćőň śěňěśšřě, łőčďă ğăŋĺňăńĺśĳ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ).

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăğżćăěšś£ ęőřďăŋőćżň ąăğĺśőň ďń£ őŕěřăšőřă

F , ěśńĺ ěčő ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ňőęŋő šăł řăśŕőńőęĺšĳ ć łńěšłăţ ŋěłőšőřőľ ďĺăčřăňňż đŋčă

σ_F = ,

ůšőąż ŕřĺ ďěľśšćĺĺ F łăęďżľ ĺğ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŕěřěţőďĺń ć ąăğĺśŋżľ ćěłšőř, śšő£źĺľ ć śőśěďŋěľ śńěćă łńěšłě, ă ćěłšőřż łřăľŋěčő ńěćőčő śšőńąűă ŕěřěţőďĺńĺ ć ŋşńĳ.

Ŋăčńăďŋő ďěľśšćĺě F ŋă ćěłšőřż ęőřďăŋőćă ąăğĺśă śőśšőĺš ć śďćĺčě ŋă őďĺŋ ÿăč ćńěćő ćďőńĳ śšřőł ďĺăčřăňňż đŋčă. Ŕřĺ ¡šőň čřşŕŕż ćěłšőřőć, śšő£źĺě ć śšřőłăţ, ŋăğżćă¿šś£ ęőřďăŋőćżňĺ űěŕőůłăňĺ, ă ŋăąőř ďńĺŋ šăłĺţ űěŕőůěł (š.ě. ďńĺŋ śšřőł ďĺăčřăňňż), śőśšăćń£¿źĺľ řăğąĺěŋĺě ůĺśńă dim V , ŋăğżćăěšś£ űĺłńőćżň šĺŕőň őŕěřăšőřă F .

3.2. Śćőľśšćă ęőřďăŋőćă ąăğĺśă. Ěśńĺ őŕěřăšőř F ĺňěěš ęőřďăŋőć ąăğĺś ś ďĺăčřăňňőľ

σ_F ÿĺřĺŋż^2 l(σ_F ), šő F^{l(σF )} = 0. Ŕő¡šőňş ęőřďăŋőć ąăğĺś ążćăěš šőńĳłő ş ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ďăńěě, ďĺăčřăňňă đŋčă σ_F őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő F ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ęőřďăŋőčő ąăğĺśă. Ć śăňőň ďěńě, ďńĺŋă k-šőčő śńěćă śšőńąűă ďĺăčřăňňż σ_F řăćŋă dim ( ker F^k/ ker F^{k+1} ) . İšő őŕřăćďżćăěš ćśě ććěď-ěŋŋżě ćżÿě őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ ŋăğćăŋĺ£.

Ğăďăůă 6.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ęőřďăŋőćżţ űěŕőůěł őŕěřăšőřă F , śőśšő£źĺţ ŋě ňěŋěě, ůěň ĺğ m ćěłšőřőć, řăćŋő dim ( im F^{m−1}/im F^m ) . Ğăďăůă 6.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćă ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ őŕěřăšőřă F ĺ G šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ űĺłńőćőľ šĺŕ, łőčďă śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň C : V ~−→V ,

ćŕĺśżćă¿źĺľś£ ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş V^C~−→ V F G V^C~−→ V (ďřşčă£ ťőřňş-

ńĺřőćłă: ďćă ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ őŕěřăšőřă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ

2Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ÿĺřĺŋă ďĺăčřăňňż đŋčă | ¡šő ďńĺŋă ě-ě ćěřţŋěľ (śăňőľ ďńĺŋŋőľ) śšřőůłĺ.

űĺłńőćőľ šĺŕ, łőčďă ĺţ ňăšřĺűż ŕőďőąŋż | őďŋă ŕőńşůăěšś£ śőŕř£ęěŋĺěň ďřşčőľ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűż).

3.3. Šěőřěňă. Ć łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ďń£ ń¿ąőčő ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă śşźěśšćşěš ęőřďăŋőć ąăğĺś.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ěśńĺ dim V = 1, ĺńĺ ěśńĺ F = 0, šő ń¿ąőľ ąăğĺś ąşďěš ęőřďăŋőćżň ś ďĺăčřăňňőľ đŋčă, śőśšő£źěľ ĺğ őďŋőčő śšőńąűă ćżśőšż dim V .

Ŕşśšĳ dim V > 1 ĺ ker F ≠ V . Ŕőśłőńĳłş F ŋĺńĳŕőšěŋšěŋ, ĺňěěň šăłęě ker F ≠ 0, ă ğŋăůĺš, 0 < dim(V/ ker F ) < dim V , ĺ ć ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćě V/ ker F śşźěśšćşěš (ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿) ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ ťăłšőř-őŕěřăšőřă ~F .

Ć łăęďőľ ęőřďăŋőćőľ űěŕőůłě ¡šőčő ąăğĺśă

[e_1] ← [e_2] ← [e_3] ← · · · ← [e_m]

łńăśś [e_j] śőćŕăďăěš ś łńăśśőň [F^{m−j} e_m] ŕřĺ ćśěţ j = 1, 2, . . . . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăćěŋśšćő ~F [e_ν ] = [e_{ν−1}] ć V/ ker F őğŋăůăěš, ůšő ć V F e_ν = e_{ν−1} − w_ν ś w_ν ∈ ker F . Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ ¡šĺ śőőšŋőÿěŋĺ£, ŕőńşůĺň

e_{m−1} = F e_m + w_m e_{m−2} = F e_{m−1} + w_{m−1} = F (F e_m + w_m) + w_{m−1} = F^2e_m + w_{m−1} e_{m−3} = F e_{m−2} + w_{m−2} = F (F^2e_m + w_{m−1}) + w_{m−2} = F^3e_m + w_{m−2} . . . e_1 = F e_2 + w_2 = F (F^{m−2}e_m + w_3) + w_2 = F^{m−1}e_m + w_2,

ůšő ĺ ďă-ěš śřăćŋěŋĺ£ e_j ≡ F^{m−j} e_m (mod ker F ).

Šăłĺň őąřăğőň, ń¿ąă£ ęőřďăŋőćă űěŕőůłă ~F £ćń£ěšś£ ŕřĺćěďěŋĺěň ŕő ňőďşń¿ ker F łşśłă őš ęőřďăŋőćőľ űěŕőůłĺ őŕěřăšőřă F , ŕřĺů-ěň ¡šőš łşśőł ďőŕşśłăěš ŕřőďőńęěŋĺě ěź-ě řőćŋő ŋă őďĺŋ ÿăč ćńěćő | őŋ ňőęěš ążšĳ ďőŕőńŋěŋ ŋěŋşńěćżň ćěłšőřőň e_0 = F e_1 = F^me_m ∈ ker F . İšĺ ďőŕőńŋ£¿źĺě ćěłšőřż śőśšăćń£¿š ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş ć ker F , ŕőśłőńĳłş ćś£- łă£ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ňěęďş ŋĺňĺ őğŋăůăńă ąż šőůŋő šăłş¿ ęě ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ ŕő ňőďşń¿ ker F ňěęďş ŕőśńěďŋĺňĺ łńăśśăňĺ [e_1] ęőřďăŋőćżţ űěŕőůěł ďń£ ~F ć V/ ker F .

Ďőŕőńŋĺň śĺśšěňş ćěłšőřőć [e_0] ěź-ě ŋěśłőńĳłĺňĺ ćěłšőřăňĺ ďő ąăğĺśă ć ker F . Őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ďőąăćńěŋŋżţ ŋăňĺ ćěłšőřőć ś ĺśţőďŋżňĺ F^ke_m śőśšăćĺš ŕő ğăď.6.2 ĺśłőňżľ ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ F ć V . � Őšňěšĺň, ůšő ĺğ ¡šőľ šěőřěňż ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ űĺłńőćőčő šĺŕă őŕěřăšőřă ŕőńşůăěšś£ šăłőě

3.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš ŋĺńĳŕőšěŋšŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋě řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş F -ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ňěŋĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, łőčďă ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ F śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ ęőřďăŋőćőľ űěŕőůłĺ.

Ŕő¡šőňş ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ ęőřďăŋőćżţ űěŕőůěł ăŋăńőčĺůŋż ŕřőśšżň ůĺśńăň (ć šőň śňżśńě, ůšő ĺ šě ĺ šě Àďăńěě ŋěřăğńőęĺňżÁ), ă šěőřěňă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ęőřďăŋőćă ąăğĺśă ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ űĺłńőćőčő šĺŕă ŕőţőęă ŋă šěőřěňş ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Ć łőŋűě ńěłűĺĺ ňż ŋěňŋőčő őśšăŋőćĺňś£ ŋă ŕřĺůĺŋăţ ¡šőľ ŕőţőęěśšĺ.

3.4. Ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ňăšřĺűż. Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ őŕ£šĳ, ůšő őśŋőćŋőě ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő. Šőčďă ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ řăğńőęĺšĳ ć śşňňş F = F_{ss} + F_n ŕőńşŕřőśšőľ ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőľ śőśšăćń£¿źĺţ, łőňňşšĺřş¿źĺţ ňěęďş śőąőľ. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřőśšřăŋśšćő V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V_λ őŕěřăšőřă F_{ss}, ĺ łăęďőě šăłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕěřěćőďĺšś£ ć śěą£ őŕěřăšőřőň F_n. Ćżąĺřă£ ć łăęďőň V_λ ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ F_n, ňż ŕőńşůăěň ďń£ őŕěřăšőřă F ňăšřĺűş őůěŋĳ ŕřőśšőčő ćĺďă, ŋăğżćăěňőčő ęőřďăŋőćőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňőľ ňăšřĺűż őŕěřăšőřă F .

3.4.1. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă F : V −→ V , ďěľśšćş¿źěčő ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ěčő ňăšřĺűă ąńőůŋő ďĺăčőŋăńĳŋă ś ąńőłăňĺ ćĺďă

J_m(λ)^{def}= λ 1 λ 1 0 ... ...

0 ... 1 λ (řăğňěř m × m).

Ŕřĺ ¡šőň ćś£ śőćőłşŕŋőśšĳ ąńőłőć őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ őŕřěďěń£ěšś£ ŕő őŕěřăšőřş ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ůĺśńă λ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, ă řăğňěřż ąńőłőć ŋě ŕřěćżÿă¿š łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ (t − λ) ć řăğńőęěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ąńőłĺ J_m(λ) ŋăğżćă¿šś£ ęőřďăŋőćżňĺ łńěšłăňĺ. Łőńĺůěśšćő ĺ řăğňěřż ęőřďăŋőćżţ łńěšőł, ĺňě¿źĺţ őďŋő ĺ šő ęě λ ŋă ďĺăčőŋăńĺ, űěńĺłőň őŕřěďěń£ěšś£ űĺłńőćżň šĺŕőň őčřăŋĺůěŋĺ£ F − λE ŋă łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_λ.

Ğăďăůă 6.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ ĺğ řăğňěřőć łńěšőł Jm(λ) řăćěŋ łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ (t − λ) ć řăğńőęěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ă śşňňă ćśěţ řăğňěřőć řăćŋă łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ (t − λ) ć ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ.

x4. Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă.

Śřěďĺ ŕřĺńőęěŋĺľ šěőřĺĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ćăęŋőě ňěśšő ğăŋĺňă¿š ğăďăůĺ őą őŕřěďěńěŋĺĺ ĺ ćżůĺśńěŋĺĺ řăğńĺůŋżţ ťşŋłűĺľ őš őŕěřăšőřőć (ă ŋă ąőńěě ŕřĺğěňń-ěŋŋőň £ğżłě | ťşŋłűĺľ őš ňăšřĺű). Ňż őąśşďĺň ğďěśĳ łőřőšłő ř£ď ŕřĺňěřőć.

4.1. Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Őŕěřăšőřż śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ łőńĳűő, ŕő¡šőňş ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă ňż ňőęěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě ďěľśšćĺ£ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, ă ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ŋőřňż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć, | ěź-ě ĺ ŕřěďěńĳŋżě ŕěřěţőďż. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő šăłĺě ťşŋłűĺĺ ĺğ Hom(V, V ) ć Hom(V, V ), łőšőřżě őŕřěďěń£¿šś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šĺţ őŕěřăűĺľ.

Ŕşśšĳ f : Hom(V, V ) −→ Hom(V, V ) | šăłă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ğŋăůěŋĺě f(F ) ďń£ łőŋłřěšŋőčő F ∈Hom(V, V ) ąşďěš ńěęăšĳ ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ śšěŕěŋěľ F^ν , š.ě. ć k[F ]. İšő őğŋăůăěš, ůšő f(F ) ćśěčďă śőćŕăďăěš ś řěğşńĳšăšőň ŕőďśšăŋőćłĺ F ć ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ. Ćś£łĺľ šăłőľ ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćěšś£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(F ).

Ŕőśłőńĳłş k[F ] ~=k[t]/(μ_f ) ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ćśěčďă ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłĺň, ůšőąż ěčő śšěŕěŋĳ ŋě ŕřěćőśţőďĺńă śšěŕěŋĺ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă F (ĺ ¡šĺň şśńőćĺěň őŋ ąşďěš őŕřěďěń£šĳś£ őďŋőğŋăůŋő!). Őďŋăłő şłăğăšĳ śšěŕěŋĳ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŋě ćśěčďă ŕřőśšő, ĺ ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă şďőąŋěě ĺśţőďĺšĳ ĺğ šőčő, ůšő ěčő śšěŕěŋĳ śšřőčő ňěŋĳÿě řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă. Ďăńěě ŕřĺňěŋ£- ěšś£ ňěšőď ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ă łń¿ůőň ł ĺţ ćżůĺśńěŋĺ¿ śńşęĺš šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ. Ŕěřěľď-ěň ł ŕřĺňěřăň.

4.2. Śšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă. Ć łăůěśšćě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ f(F ), čďě f ∈ k[t] | ¡šő ňŋőčőůńěŋ (ŋăŕřĺňěř, f(t) = t^N | śšěŕěŋĳ), ňőęŋő ćğ£šĳ őśšăšőł r(t) őš ďěńěŋĺ£ f(t) ŋă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ χ_F (t). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőďśšăćń££ F ć ňŋőčőůńěŋŋőě řăćěŋśšćő

f(t) = χ_F (t) · q(t) + r(t) , deg r ≤ n − 1 , deg χ_F = n ,

ňż ć śĺńş šőęďěśšćă Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ ŕőńşůĺň f(F ) = r(F ).

Ąőńěě šőčő, ŕőďśšăćń££ ć ¡šő ęě řăćěŋśšćő ĺ ć řăćěŋśšćă, ŕőńşůěŋŋżě ĺğ ŋěčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ňĺ, śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ_j őŕěřăšőřă F , ňż ŕőńşůĺň ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć r(t) n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

r^{(ν)}(λ_j ) = f^{(ν)}(λ_j )

(ć łőšőřżţ ν ňěŋ£ěšś£ őš ŋşń£ ďő łřăšŋőśšĺ łőřŋ£ λ_j ć χ_F ). Šăłĺň őąřăğőň, r ňőęŋő ĺśłăšĳ łăł řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ś łřăšŋżňĺ şğńăňĺ, łőšőřş¿ ňż őąśşęďăńĺ ć ńěłűĺĺ 1.

4.2.1. Ŕřĺňěř. Ćżůĺśńĺň ( 1 1 −1 3 )_k . Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ

χ(t) = t^2 − t · M + det = t^2 − 4t + 4 = (t − 2)^2.

Šěň śăňżň, ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ t^k ĺňěěš ćĺď r(t) = at + b, ŕřĺů-ěň

r(2) = 2a + b = 2^k r^′(2) = a = k2^{k−1}.

Ŋăţőďĺň r(t) = k2^{k−1}t + (1 − k)2^k = 2^{k−1}(kt + (2 − 2k)), őšłşďă ( 1 1 −1 3 )_k = 2^{k−1} ( k ( 1 1 −1 3 ) + (2 − 2k) ( 1 0 0 1 )) = 2^{k−1} ( 2 − k k −k 2 + k ) . 4.3. Ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŕőď ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ őŕěřăšőřă F ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ őŕěřăšőř G, ğăďăŋŋżľ ŋě£ćŋő, łăł řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£

F_0 + F_1G + F_2G^2 + · · · + F_kG^k = 0,

łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő F_ν = f_ν (F ) £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš őŕěřăšőřă F . Ŕřĺňěřőň ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ňőęěš śńşęĺšĳ łőřěŋĳ ĺğ őŕěřăšőřă G =^k √ F , £ćń£¿źĺľś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ G^k − F = 0. Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ćżůĺśń£¿źěčő ăńčěąřăĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ őš őŕěřăšőřă, ďőśšăšőůŋő řěÿĺšĳ ŕő ňőďşń¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă χ_F (t) şřăćŋěŋĺě

f_0(t) + f_1(t)x + f_2(t)x^2 + · · · + f_k(t)x^k = 0

ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t], š.ě. ŕőďőąřăšĳ šăłőľ ňŋőčőůńěŋ x = x(t), ůšőąż

f_0(t) + f_1(t)x(t) + f_2(t)x(t)^2 + · · · + f_k(t)x(t)^k

ďěńĺńś£ ŋă χ(t). Šőčďă G = x(F ) ąşďěš ĺśłőňżň őŕěřăšőřőň.

Ňż őčřăŋĺůĺňś£ ńĺÿĳ őďŋĺň ŕřĺňěřőň.

4.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ őŕěřăšőř F : V −→ V , ďěľśšćş¿źĺľ ć ŕřőśšřăŋśšě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ŋě ĺňěěš £ďřă, šő ∀k ∈ N śşźěśšćşěš őŕěřăšőř G : V −→ V , łőšőřżľ £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš F ĺ şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş G^k = F . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ χF (t) = ∏ (t − λ_j )^{mj} . Ňż ďőńęŋż ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćśě λ_j ≠ 0, šő śřăćŋěŋĺě x(t)^k ≡ t (mod χ_F (t)) řăğřěÿĺňő ć k[t] őšŋőśĺšěńĳŋő x. Ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ řăğřěÿĺňőśšĳ ¡šőčő śřăćŋěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ łăęďőčő ĺğ ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ (t−λ_j)^{mj} ĺğ řăğńőęěŋĺ£ χ_F . Śńěďőćăšěńĳŋő, ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő χ_F (t) = (t − λ)^m.

Śďěńăěň ğăňěŋş t = s + λ, łőšőřă£ śćőďĺš ğăďăůş ł őšżśłăŋĺ¿ šăłőčő ňŋőčőůńěŋă x(s), ůšő x(s)^k ≡ s + λ (mod s^m).

Ğăďăůă 6.15. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺň śćőľśšćőň őďńăďăěš őšřěğőł ĺğ k ŋăůăńĳŋżţ ůńěŋőć ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő řăďă Ŋĳ¿šőŋă

(s + λ)^{1/m} = λ^{1/n}(1 + s/λ)^{1/m} = λ^{1/n} ∑ ν≥0 ( 1/m ν ) ( s λ )_ν

Şłăğăŋĺě: ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ř£ď Ŋĳ¿šőŋă ĺśţőď£ ĺğ ¡šőčő śćőľśšćă ĺ ćżŕĺśżćăńś£. Ąőńěě łőŋłřěšŋă£ ĺďě£: ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă s^m šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ s = 0 ćňěśšě śő śćőĺňĺ ŕřőĺğćőďŋżňĺ ďő (m � 1)-čő ŕőř£ďłă ćłń¿ůĺšěńĳŋő. � Ć ąőńěě śńőęŋżţ śńşůă£ţ ćőŕřőś ő śşźěśšćőćăŋĺĺ šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă ňőęěš ążšĳ ĺśśńěďőćăŋ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕĺśăŋŋőľ ć łőŋűě ńěłűĺĺ 7 ŕřőÿńőčő śěňěśšřă šěţŋĺłĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ťőřňăńĳŋżľ ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď.

4.3.2. Ŕřĺňěř. Ćżůĺśńĺň łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ ĺğ ňăšřĺűż ( 2 3 3 2 ) . Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ χ(t) = t^2 − 4t − 5 = (t + 1)(t − 5).

Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ r(t) = at + b őŕřěďěń£ěšś£ šěň, ůšő r(t)^2 − t ďěńĺšś£ ŋă χ(t), ă śšăńő ążšĳ, ĺňěěš łőřŋĺ −1 ĺ 5. Ŕő¡šőňş

(−a + b)^2 = −1 =⇒ b − a = ±i

(5a + b)^2 = 5 =⇒ 5a + b = ± √ 5

82 Ńěłűĺ£ 6: Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň

Ğăňěšĺň ůšő ćśě ůěšżřě łőňąĺŋăűĺĺ ğŋăłőć ŕřĺćőď£š ł (řăğńĺůŋżň) ňăšřĺűăň, łćăďřăš łőšőřżţ řăćěŋ ğăďăŋŋőľ ć şśńőćĺĺ, šăł ůšő ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşłűĺĺ £ćń£¿šś£ ňŋőčőğŋăůŋżňĺ. Ćżąĺřă£, ł ŕřĺňěřş, ğŋăłĺ ŕń¿ś, ŕőńşůĺň a = ( √ 5 − i)/6, b = ( √ 5 + 5i)/2, őšłşďă √( 2 3 3 2 ) = r (( 2 3 3 2 )) = √ 5 − i 6 ( 2 3 3 2 ) + √ 5 + 5i 2 0 0 √ 5 + 5i 2 =

= 6 √ 5 + 13i 6 √ 5 − i 2 √ 5 − i 2 6 √ 5 + 13i 6 4.4. Ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň R ĺńĺ C , ĺ ŋă V ğăďăŋă ŋőřňă ||·|| : V −→ R. Šőčďă ŕő ¡šőľ ŋőřňě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŋőřňş ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć Hom(V, V ), ŕőńăčă£: ||F ||^{def}= sup_{||v||=1}(||F v||) = sup_{v≠0} ( ||F v|| ||v|| ) . Ğăďăůă 6.16. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě śćőľśšć ŋőřňż.

Ĺŋšşĺšĺćŋő-čěőňěšřĺůěśłĺ, ¡šă ŋőřňă ěśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőě řăśš£ęěŋĺě ďńĺŋż, őśşźěśšćń£- ěňőě őŕěřăšőřőň F . Śřěďĺ ćśěţ ŕřőůĺţ ŋőřň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom(V, V ) (ğăďă¿źĺţ, łăł ňż ğŋăěň, őďŋş ĺ šş ęě śţőďĺňőśšĳ) ¡šă ŋőřňă ćżďěń£ěšś£ šěň, ůšő őŋă ţőřőÿő ćğăľňőďěľśšćşěš ś łőňŕőğĺűĺěľ őŕěřăšőřőć. Ă ĺňěŋŋő, ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš ŋěřăćěŋśšćő ||F G|| ≤ ||F || ||G|| . İšő ŋěřăćěŋśšćő ŕőğćőń£ěš őűěŋĺćăšĳ ŋőřňş śşňňż łşśłă śšěŕěŋŋőčő ř£ďă őš őŕěřăšőřă śşňňőľ śőőšćěšśšćş¿źěčő łşśłă ůĺśńőćőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă: | | | | | | | | N∑ ν=n a_ν F^ν | | | | | | | | ≤ N∑ ν=n |a_ν | ||F ||^ν . Ŕřĺ ŕőňőźĺ łřĺšěřĺ£ Łőÿĺ, ďőśńőćŋő šěň ęě řăśśşęďěŋĺěň, ůšő ĺ ć łşřśě ăŋăńĺğă, řěÿăěšś£ Ğăďăůă 6.17. Ŕşśšĳ śšěŕěŋŋőľ ř£ď ∑ ν≥0 a_ν A^ν ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ (ĺńĺ łőňŕńěłśŋżňĺ)

łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ăąśőń¿šŋő śţőďĺšś£ ŕřĺ ŋěłőšőřőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň A. Ďőłăęĺšě, ůšő ř£ď ĺğ őŕěřăšőřőć ∑ ν≥0 a_ν F^ν ăąśőń¿šŋő ĺ řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ć

ń¿ąőň ğăňłŋşšőň ÿăřě ||F || ≤ R řăďĺşśă R < A.

Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łă£ ăŋăńĺšĺůěśłă£ ćěźěśšćěŋŋă£ (ĺńĺ łőňŕńěłśŋă£) ťşŋłűĺ£ ψ(x) őŕřěďěń£ěš ŋěłőšőřş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć.

Ŋăŕřĺňěř, ăąśőń¿šŋő śţőď£źĺľś£ ćś¿ďş ř£ď

e^F = ∑ ν≥0 1 ν! F^ν őŕřěďěń£ěš ¡łśŕőŋěŋšş őš őŕěřăšőřă.

Ćăęŋő ĺňěšĳ ć ćĺďş, ůšő ňŋőčĺě šőęďěśšćă, łőšőřżě ĺňě¿š ňěśšő ć łőńĳűě ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć, ŕěřěśšă¿š ćżŕőńŋ£šĳś£ ďń£ ř£ďőć őš őŕěřăšőřőć, ŕőśłőńĳłş łőńĳűő őŕěřăšőřć ŋěłőňňşšăšĺćŋő. Ł ŕřĺňěřş, łăł ŕřăćĺńő, e^{F +G} ≠ e^F e^G, ěśńĺ F ĺ G ŋě łőňňşšĺřş¿š (ŕřĺďşňăšĳ ďćă ŋěłőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřă, ďń£ łőšőřżţ ąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő | ¡šő ďőćőńĳŋő ĺğćěśšŋă£ Àğăćńĳŋă£ Á ğăďăůă ĺğ śšşďěŋůěśłőčő őńĺňŕĺăďŋőčő ťőńĳłńőřă).

Řăğşňěěšś£, ł łőňňşšĺřş¿źĺň őŕěřăšőřăň ćěśĳ ăřśěŋăń ťőřňăńĳŋżţ šőęďěśšć ŕřĺňěŋĺň ćŕőńŋě, ĺ ěďĺŋśšćěŋŋżň őčřăŋĺůěŋĺěň ğďěśĳ £ćń£ěšś£ ŕřőćěřłă śţőďĺňőśšĺ ř£ďőć (š.ě. śăňő śşźěśšćőćăŋĺě řăśśňăšřĺćăěňżţ ťşŋłűĺľ).

4.4.1. Ŕřĺňěř. Ćś£łă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ őš ¡řňĺšőćő łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ňăšřĺűż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šăłă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ ¡řňĺšőćőľ ĺğőňěšřĺĺ, ă ğŋăůĺš ďĺăčőŋăńĺğşěňă, ĺ ŕő ě-ě ďĺăčőŋăńĺ ąşďşš śšő£šĳ ůĺśńă ś ňőďşńěň 1, š.ě. ůĺśńă ćĺďă e^{iφ}. Šěň śăňżň ¡šőš őŕěřăšőř £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ őš őŕěřăšőřă, ĺňě¿źěčő ć šőň ęě ąăğĺśě ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ś ůĺśšő ňŋĺňżňĺ ůĺśńăňĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. §śŋő, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ¡łśŕőŋěŋšż łőśő¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ąşďşš şŋĺšăřŋżňĺ.

Ğăďăůă 6.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡łśŕőŋěŋšă őš ćěźěśšćěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ňăšřĺűż ąşďěš őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ, ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ŋě ćś£łă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ őš łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ.

Ğăďăůă 6.19. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě [0, 1] −→ Matn(R) : t → e^{tA}, čďě A | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ňăšřĺűă, ğăďă-ěš ąěśłőŋěůŋő-čńăďłş¿ łřĺćş¿, ńěęăźş¿ ć GL_n(R) ĺ śőěďĺŋ£¿źş¿ E ś e^A.

Ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺě ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ψ őš őŕěřăšőřă F ńěęĺš ć k[F ], ďń£ ďń£ ě-ě ŕřăłšĺůěśłőčő ćżůĺśńěŋĺ£ őŕ£šĳ-šăłĺ şďőąŋěě ćśěčő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň.

Ğăďăůă 6.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ r(t) ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£

ψ(F ) ňőęŋő ćżąřăšĳ łăł (ěďĺŋśšćěŋŋőě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ dim V −1) řěÿěŋĺě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőľ ğăďăůĺ ś şğńăňĺ ć łőřŋ£ţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă, ćğ£šżţ ś ŋăďńěęăźĺňĺ łřăšŋőśš£ňĺ:

r^{(ν)}(λ_j ) = ψ^{(ν)}(λ_j ).

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőľ šěňż ěź-ě őďŋă ğăďăůă ŋă šěţŋĺłş ĺŋšěřŕőńĺřőćăŋĺ£ Ğăďăůă 6.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ŕőńşŕřőśšă£ ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ ęőřďăŋőćż śőśšăćń£¿źĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋőć ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă őš ¡šőčő őŕěřăšőřă.

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ ćżšěłăěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ŕőńşŕřőśšă£ ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ śőśšăćń£¿źĺě őŕěřăšőřă łőňňşšĺřş¿š ś ń¿ążň őŕěřăšőřőň, ś łőšőřżň łőňňşšĺřşěš ĺśţőďŋżľ őŕěřăšőř.

x5. Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ.

Ŕşśšĳ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k.

5.1. Řăğńőęěŋĺě V łăł ňőďşń£ ŋăď k[t]. Ğăďăďĺň ŋă V śšřşłšşřş ňőďşń£ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t], őŕřěďěńĺć şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă ňŋőčőůńěŋż ťőřňşńőľ

g(t) · v^{def}= g(F )v.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă łőŋśšăŋšż ąşďěš ŕřőĺśţőďĺšĳ ŕő šěň ęě ğăłőŋăň ůšő ĺ řăŋĳÿě, ŋő ěź-ě ďőąăćĺšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ őŕěřăűĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă t, śőśšő£źă£, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ć ŕřĺňěŋěŋĺĺ őŕěřăšőřă F .

Ğăďăůă 6.22. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćśě ăłśĺőňż ňőďşń£ ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ćżŕőńŋěŋż. Ťĺłśĺřşěň ć V ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ŋăď k. Ćěłšőřż e_ν ąşďşš ŕőřőęďăšĳ V ĺ łăł ňőďşńĳ ŋăď k[t], ŋő ŋăď k[t] őŋĺ şęě ąşďşš ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ďń£ őŕĺśăŋĺ£ śőőšŋőÿěŋĺľ ňěęďş ŋĺňĺ řăśśňőšřĺň śćőąőďŋżľ k[t]-ňőďşńĳ M řăŋčă n, š.ě. ŕř£ňş¿ śşňňş M = k[t] ⊕ k[t] ⊕ · · · ⊕ k[t] n (ŋăŕőňŋ¿, ůšő ¡šőš ňőďşńĳ śőśšőĺš ĺğ śšőńąűőć ćżśőšż n ĺğ ňŋőčőůńěŋőć, ă őŕěřăűĺĺ ŋăď ŋĺňĺ őŕřěďěń£¿šś£ ŕőłőőřďĺŋăšŋő). Ğăďăďĺň čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ π_F : M −→ V

π_F :

g_1 g_2 . . g_n −→ g_1(F )e_1 + g_2(F )e_2 + · · · + g_n(F )e_n

Ğăďăůă 6.23. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋő čőňőňőřťĺğň k[t]-ňőďşńěľ. Čőňőňőřťĺğň π_F , őůěćĺďŋő, ś¿řĳěłšĺćěŋ, ĺ ĺğ šěőřěňż ő śšřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ ňż ŕőńşůăěň, ůšő V łăł k[T ]-ňőďşńĳ ĺğőňőřťěŋ M/ ker π_F .

Ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě ňż ćĺďěńĺ, ůšő ć śćőąőďŋőň ňőďşńě M ń¿ąőľ ŕőďňőďşńĳ N őąńăďăěš ąăğĺśőň. Ąőńěě šőčő, śşźěśšćşěš šăłőľ ąăğĺś {ζ_1, ζ_2, . . . , ζ_n} ć M, ůšő ćőğřăśšă¿źĺě łřăšŋőśšĺ

{d_1(t)ζ_1, d_2(t)ζ_2, . . . , d_r(t)ζ_r} , (čďě d_i ďěńĺš d_j ŕřĺ i < j)

ŕěřćżţ ŋěśłőńĳłĺţ ěčő ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďňőďşńě N, ŕřĺů-ěň ŋăąőř łřăšŋőśšěľ {d_1, d_2, . . . , d_r} £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ŕőďňőďşń£ ĺ őš ćżąőřă ąăğĺśă ŋě ğăćĺśĺš.

Ŕřĺňěŋ££ ¡šş šěőřěňş ł ŕőďňőďşń¿ ker π_F ⊂ M, ňż ŕőńşůăěň 5.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śşźěśšćşěš šăłőľ ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć {d1, d2, . . . , dr } ⊂ k[t], ůšő di ďěń£š d_j ŕřĺ i < j ĺ ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň k[t]-ňőďşńěľ k[t] (d_1(t)) ⊕ k[t] (d_2(t)) ⊕ · · · ⊕ k[t] (d_r(t)) ~−→V (5-1) İšĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ ŋăąőř {d_1, d_2, . . . , d_r } ⊂ k[t] őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő őŕěřăšőřş F .

Śńőćă Àĺğőňőřťĺğň k[t]-ňőďşńěľÁ őğŋăůă¿š, ůšő ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V c ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň k[t] (d_1(t)) ⊕ k[t] (d_2(t)) ⊕ · · · ⊕ k[t] (d_r(t)) , šăł ůšő őŕěřăšőř F ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ łăł őŕěřăšőř ŕőłőőřďĺŋăšŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă t.

Ňŋőčőůńěŋż d_j (t) ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ őŕěřăšőřă F . 5.1.2. Śńěďśšćĺě. dr(t) = ŊŐŁ(d1, d2, . . . , dr ) śőćŕăďăěš ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň

μ_F (t) őŕěřăšőřă F .

5.2. İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ. Ěśńĺ řăğńőęĺšĳ łăęďżľ ĺğ dj ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć d_j (t) = ∏ k p_{jk} (t)^{mjk} , šő ŕőńŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ şůăśšćş¿źĺţ ć ¡šĺţ řăğńőęěŋĺ£ţ śšěŕěŋěľ p^{mjk}_{jk} šăłęě ąşďěš őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£šĳś£ őŕěřăšőřőň F . İšĺ śšěŕěŋĺ p^{mjk}_{jk} ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ őŕěřăšőřă F .

Ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ łăęďőě śńăčăěňőě řăğńőęěŋĺ£ (5-1) ďőŕşśłăěš ďăńĳŋěľÿěě řăğńőęěŋĺě ć ćĺďě k[t] (d_j (t)) = ⨁ k k[t] (p_{jk} (t)^{mjk} ) őšłşďă ŕőńşůăěšś£

5.2.1. Śńěďśšćĺě. Łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň

k, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V , ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕř£ňőľ śşňňőľ ťăłšőř-łőńěű ⨁ ν k[t]/(p_ν (t)^{mν} ), ć łőšőřőľ ćśě p_ν ŋěŕřĺćőďĺňż ŋăď k. Ŕřĺ ¡šőň őŕěřăšőř F ŕěřěľď-ěš ć őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă t.

Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ¡šő ďă-ěš ěź-ě őďŋő ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ŕřĺćěďěŋĺĺ ňăšřĺűż ł ęőřďăŋőćőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě:

Ğăďăůă 6.24. Ć ŕřőśšřăŋśšćě k[t]/((t − λ)^m) ŕőśšřőľšě ąăğĺś, ć łőšőřőň őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă t ĺňěěš ňăšřĺűş J_m(λ).

5.2.2. Śńěďśšćĺě. Ęőřďăŋőćż łńěšłĺ őŕěřăšőřă F , őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿

λ, ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ őŕěřăšőřă F ćĺďă (t − λ)^m, ă ĺţ řăğňěřż řăćŋż śőőšćěšśšćş¿źĺň ŕőłăğăšěń£ň m.

Ğăďăůă 6.25. (ŋěőą£ğăšěńĳŋă£) Łăł ćżčń£ďĺš Àćěźěśšćěŋŋă£ ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňăÁ ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň R?

Ŕőďůěłŋ-ěň, ůšő ŋăąőř ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ŋăąőřőň ĺŋćăřĺăŋšőć ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă őšŋőśĺšěńĳŋő śőŕř£ęěŋĺ£: ďćă őŕěřăšőřă F ĺ G ňőčşš ążšĳ ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ ğăŕĺśăŋż őďĺŋăłőćżňĺ ňăšřĺűăňĺ^3 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ŋĺţ őďĺŋ ĺ šőš ęě ŋăąőř ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ. İšő ćżšěłăěš ĺğ ğăďăůĺ

3Š.ě. śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň C : V ~�!V , ćŕĺśżćă¿źĺľś£ ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş V C ~�! V F G V C ~�! V ,

Ğăďăůă 6.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćă k[t]-ňőďşń£ ćĺďă ⨁ ν k[t]/(p_ν (t)^{mν} ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺğőňőřťŋż, łőčďă őŋĺ őšńĺůă¿šś£ ńĺÿĳ ŕěřěśšăŋőćłőľ śńăčăěňżţ.

5.3. Őšżśłăŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ ŕő ňăšřĺűě őŕěřăšőřă. Ůšőąż őŕĺśăšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ őŕěřăšőřă F ć šěřňĺŋăţ ěčő ňăšřĺűż F_e ć ąăğĺśě {e_1, e_2, . . . , e_n} ňż ŕőśšřőĺň śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ ć ker π_F , ść£ğăŋŋş¿ ś ¡šőľ ňăšřĺűěľ.

5.3.1. Ńěňňă. §ďřő ker πF łăł k[t]-ŕőďňőďşńĳ ć M ŕőřőęďăěšś£ śšőńąűăňĺ ňăšřĺűż

tE − F_e, čďě F_e | ¡šő ňăšřĺűă őŕěřăšőřă F ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ŕřőśšřăŋśšćă V (śšőńąűż ňăšřĺűż tE − F_e řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł śšőńąűż ĺğ n ňŋőčőůńěŋőć, ĺğ łőšőřżţ őďĺŋ ńĺŋěěŋ, ă őśšăńĳŋżě n − 1 | łőŋśšăŋšż). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ Fe = (a^j_k), šăł ůšő

F e_j = ∑ ν a^ν_j e_ν . Ŕřĺ čőňőňőřťĺğňě π_f j-šżľ śšőńąěű ňăšřĺűż tE − F_e ŕěřěľď-ěš ć F e_j − ∑ ν a^ν_j e_ν = 0,

šăł ůšő ćśě śšőńąűż ďěľśšćĺšěńĳŋő ńěęăš ć £ďřě. Ďőłăęěň, ůšő őŋĺ ěčő ŕőřőęďă¿š.

Ŕşśšĳ śšőńąěű (g_ν ) = g_1 g_2 . . g_n ∈ ker π_F . Řăğďěńĺň łăęďżľ g_ν ś őśšăšłőň ŋă (t − a^ν ):

g_ν (t) = (t − a^ν )q_ν (t) + c_ν , čďě c_ν ∈ k .

Ćżůšěň šěŕěřĳ ĺğ śšőńąűă (g_ν ) ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ śšőńąűőć ňăšřĺűż (tE − F_e) ś łőěťťĺűĺěŋšăňĺ q_ν . Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůĺň śšőńąěű, łőšőřżľ ŕő-ŕřěęŋěňş ńěęĺš ć £ďřě π_F ĺ śőśšőĺš ĺğ ňŋőčőůńěŋőć

~g_nu = a^ν_1q_1(t) + · · · + a^ν_{(ν−1)}q_{ν−1}(t) + c_ν + a^ν_{(ν+1)}q_{ν+1}(t) + · · · + a^ν_nq_n(t) .

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ĺśţőďŋżľ śšőńąěű (g_ν ) ŋě ążń śšőńąűőň łőŋśšăŋš, šő ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋőć ŋőćőčő śšőńąűă

max_ν (~g_ν ) 6 max_ν (q_ν ) < max_ν (g_ν )

śšřőčő şňěŋĳÿĺšś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺšěřĺřş£ ¡šş ŕřőűěďşřş, ňż śňőęěň ćżůěśšĳ ĺğ ĺśţőďŋőčő śšőńąűă (g_ν ) šăłş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ śšőńąűőć ňăšřĺűż (tE − F ) ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k[t], ůšő řăğŋőśšĳ ąşďěš śšőńąűőň łőŋśšăŋš. Ŋő ć £ďřě π_F ĺňěěšś£, őůěćĺďŋő, šőńĳłő őďĺŋ śšőńąěű łőŋśšăŋš | ŋşńěćőľ. Šěň śăňżň, ĺśţőďŋżľ śšőńąěű (g_ν ) śőćŕăďăěš ś ŕőśšřőěŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śšőńąűőć ňăšřĺűż (tE − F ), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ şśňőšřěšĳ. � Ĺğ ńěňňż śńěďşěš, ůšő ďń£ őšżśłăŋĺ£ d_j ňż ďőńęŋż ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t] ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş (tE − F_e) ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş

d_1(t) 0 ... 0 d_n(t)

(5-2)

ć łőšőřőň ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż d_i ďěń£š ćśě d_j ś j > i. Šőčďă ¡šĺ ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż ĺ ąşďşš ĺśłőňżňĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ ć ŕřăćőň ŋĺęŋěň şčńş ąşďěš śšő£šĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă F .

Ć ŋěłőšőřżţ śńşůă£ţ ŕőńěğŋő ĺňěšĳ ąőńěě £ćŋőě őŕĺśăŋĺě ňŋőčőůńěŋőć d_ν (t) ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺűż tE − F_e.

5.3.2. Ńěňňă. Ňŋőčőůńěŋ dj (t) řăćěŋ őšŋőÿěŋĺ¿ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ćśěţ ňĺŋőřőć j-šőčő ŕőř£ďłă ş ňăšřĺűż tE − F_e ł ŋăĺąőńĳÿěňş őąźěňş ďěńĺšěń¿ ćśěţ ě-ě ňĺŋőřőć (j − 1)-čő ŕőř£ďłă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ş řěğşńĳšĺřş¿źěľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć j-šőčő ŕőř£ďłă řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ŕěřćżţ j ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć (ćśě ŕőśńěďş- ¿źĺě ŋă ŋĺţ ďěń£šś£!). Ŕő¡šőňş ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ ňĺŋőřőć ďăŋŋőčő ŕőř£ďłă ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł ĺ śšőńąűőć.

Ŕőśłőńĳłş őąřăšŋżň ł ¡ńěňěŋšăřŋőňş śŋőćă ąşďěš ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ćżšěłăěš ĺğ ğăďăůĺ

Ğăďăůă 6.27. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A ŕőńşůěŋă ĺğ ňăšřĺűż B őďŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň śšřőł (ĺńĺ śšőńąűőć), ĺ ŕşśšĳ ćśě ňĺŋőřż j-šőčő ŕőř£ďłă ş B ďěń£šś£ ŋă f. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ĺ ş A ćśě ňĺŋőřż j-šőčő ŕőř£ďłă ďěń£šś£ ŋă f. Şłăğăŋĺě: Ć ěďĺŋśšćěŋŋőň ŋěšřĺćĺăńĳŋőň śńşůăě, łőčďă ł śšřőłě ŕřĺąăćń£ěšś£ śšřőłă, řăğńőęĺšě ňĺŋőř A, śőďěřęăźĺľ śşňňş ďćşţ śšřőł, ć śşňňş ďćşţ ňĺŋőřőć, ŕřĺÿěďÿĺţ ĺğ B.

Ńěňňă ďőłăğăŋă. �