Ńěłűĺ£ 4 Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£

.Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ .Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ .Šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĳ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć .Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ ĺ őćěźěśšćńěŋĺě .Ćěźěśšćěŋŋă£ čěőňěšřĺ£ łőňŕńěłśŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć .Śřăćŋěŋĺě ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ łőňŕńěłśŋőľ ńĺŋěľŋőśšĺ: şśńőćĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă .Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż .Łćăšěřŋĺőŋż

Őśŋőćŋőľ šěňőľ ŋěśłőńĳłĺţ ąńĺęăľÿĺţ ńěłűĺľ ąşďěš ĺśśńěďőćăŋĺě śšřőěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć ł řăğŋőčő řőďă Àśšăŋďăřšŋżň ťőřňăňÁ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďţőď£źěčő ćżąőřă ąăğĺśă. Ĺ ţőš£ ćśě ¡šĺ ćőŕřőśż ňőčşš ążšĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćăŋż ć šěřňĺŋăţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, łőšőřżě, łăğăńőśĳ ąż, őďĺŋăłőćő ţőřőÿő řěÿă¿šś£ ŋăď ń¿ążň ŕőńěň, ć śńşůăě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšőčő ŕőń£ šěőřĺ£ ŕőńşůăěšś£ čőřăğďő ąőńěě ŕřőğřăůŋőľ. Ŕřĺůĺŋă ¡šőčő ůăśšĺůŋő ŕřő£śŋĺšś£ ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě.

x1. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż

1.1. Ŕřőąńěňă ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă. Ąěğşśńőćŋő, ŕřőśšěľÿĺňĺ ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň k £ćń£¿šś£ čőňőšěšĺĺ λE : V −→ V : v → λv , čďě λ ∈ k | łőŋśšăŋšă (ğďěśĳ ĺ ďăńěě ůěřěğ E ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łăł ěďĺŋĺůŋş¿ ňăšřĺűş, šăł ĺ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř). Śńěďş¿źĺňĺ ŕő śńőęŋőśšĺ śćőěčő şśšřőľśšćă £ćń£¿šś£ ďĺăčőŋăńĺğşěňżě őŕěřăšőřż, łőšőřżě ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ğăŕĺśżćă¿šś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ. Şćż, ŋě ćś£łĺľ őŕěřăšőř ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ğăďăůă 4.1. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř d/dx ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤

n ĺ őŕěřăšőř ŕőćőřőšă ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ ŋă şčőń ≠ πk, k ∈Z, ŋě ďĺăčőŋăńĺğşěňż. Ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ ćăęŋěľÿş¿ řőńĳ ĺčřăěš śńěďş¿źěě ŕőŋ£šĺě. 46

§1: Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż 47

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř. Ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř v ∈ V ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ F , ěśńĺ F v = λv ďń£ ŋěłőšőřőčő ůĺśńă λ ∈ k, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň őŕěřăšőřă F .

1.3. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ. Ĺšăł, ďń£ šőčő, ůšőąż ďĺăčőŋăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř, ňż ďőńęŋż ŕőśšřőĺšĳ ć V ąăğĺś ĺğ ěčő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, ĺňěěš ńĺ F śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř v ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň λ, ćżąěřěň ć V ąăğĺś e = {e_1, e_2, . . . , e_n} ĺ ğăŕĺÿěň F ňăšřĺűěľ F_e. Šőčďă śšőńąěű łőőřďĺŋăš v ďőńęěŋ ążšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋżň řěÿěŋĺěň śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ F_ev = λv ĺńĺ (λE −F_e)v = 0. Ć ŕěřćőň śěňěśšřě ňż ćĺďěńĺ, ůšő ŋăńĺůĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő řěÿěŋĺ£ ş šăłőľ śĺśšěňż řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ det(λE − F_e) = 0. Ťşŋłűĺ£ χ_F (t)^{def}= det(tE − F_e)

£ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ dim V őš t. Őŋ ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă F , ŕőśłőńĳłş ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ć łőšőřőň ŕĺÿěšś£ ňăšřĺűă F_e. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ τ = eC_{eτ} | ďřşčőľ ąăğĺś, šő F_τ = C_{τ e}F_eC_{eτ} = C�^1_{eτ} F_eC_{eτ} ĺ

det(tE − F_e) =

= det(tE − C�^1_{eτ} F_eC_{eτ} ) = det(C�^1_{eτ} (tE − F_e)C_{eτ} ) = det C�^1_{eτ} det(tE − F_e) det C_{eτ} = = det(tE − F_e) .

Ňż ďőłăğăńĺ

1.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ůĺśńő λ ∈ k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň őŕěřăšőřă F , łőčďă őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă χ_F (t).

1.3.2. Śńěďśšćĺě. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ń¿ąőľ őŕěřăšőř őąńăďăěš ţőš£ ąż őďŋĺň śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň.

Ŕőśłőńĳłş łő¡ťťĺűĺěŋš σ_k ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă

χ_F (t) = det(tE − F ) = σ_0 + σ_1t + σ_2t^2 + · · · + σ_n�_1t^n�^1 + t^n

řăćěŋ ćğ£šőľ śő ğŋăłőň (−1)^n�^k śşňňě ćśěţ čńăćŋżţ ňĺŋőřőć^1 ŕőř£ďłă n − k ňăšřĺűż őŕěřăšőřă F , ňż ŕőńşůăěň, ůšő ¡šă śşňňă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, š.ě. £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ňăšřĺűż őŕěřăšőřă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺŋćăřĺăŋšőň ąşďěš śńěď őŕěřăšőřă F :

M(F ) = ∑ f_{νν} = −σ_n�_1

(śşňňă ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ňăšřĺűż F_e = (f_{ij} )).

Ğăďăůă 4.2. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěď ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ňăšřĺű ŋě ğăćĺśĺš őš ŕőř£ďłă śőňŋőęĺšěńěľ (ĺŋă£ ťőřňşńĺřőćłă: M(AB − BA) = 0 ∀A, B ∈ Mat_n(k)).

1.4. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋżě śőąśšćěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

W ⊂ V , łőšőřőě ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕőď ďěľśšćĺěň őŕěřăšőřă F : V −→ V , ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺŋćăřĺăŋšŋżň ąşďěš ćś£łőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ,

1Ňĺŋőř ŋăğżćăěšś£ čńăćŋżň, ěśńĺ ěčő čńăćŋă£ ďĺăčőŋăńĳ ŋăţőďĺšś£ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ňăšřĺűż.

ŕőřőęď-ěŋŋőě łăłĺň-ńĺąő ŋăąőřőň v_1, v_2, . . . , v_m śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć őŕěřăšőřă F . Ěśńĺ λ_1, λ_2, . . . , λ_m | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ¡šĺţ ćěłšőřőć, šő łőňŕőğĺűĺ£ (F − λ_1E)(F − λ_2E) · · · (F − λ_mE) ąşďěš ŕěřěćőďĺšĳ ćś-ě W ć ŋőńĳ. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ćś£łĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř w őŕěřăšőřă F , ńěęăźĺľ ć W , ňőęěš ĺňěšĳ ć łăůěśšćě śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ μ ńĺÿĳ őďŋő ĺğ ůĺśěń λ_1, λ_2, . . . , λ_m , š.ł.

0 = (F − λ_1E)(F − λ_2E) · · · (F − λ_mE)w = (μ − λ_1)(μ − λ_2) · · · (μ − λ_m)w.

Šěň śăňżň, śŕřăćěďńĺćő

1.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ś ŕőŕăřŋő řăğŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ćśěčďă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň.

1.4.2. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă ĺňěěš dim V ŕőŕăřŋőřăğŋżţ łőřŋěľ, šő őŕěřăšőř ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ŕřĺňěř šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă E ś χ_E(t) = (t − 1)^{dim V} ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šő şśńőćĺě őšŋ¿ďĳ ŋě ŋěőąţőďĺňő.

Ćśě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, ĺňě¿źĺě őďŋő ĺ šő ęě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ śőśšăćń£¿š, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V . Őŋő ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, őšćěůă¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, ĺ őąőğŋăůăěšś£ V_λ. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő ćżšěłăěš, ůšő śşňňă ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ (ŋő, ćőğňőęŋő, ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň).

1.5. Ŕřĺňěř: ĺğőňěšřĺĺ šř-ěţňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺěľ, ěśńĺ őŋ śőţřăŋ£ěš ďńĺŋş ćěłšőřőć: ||F (v)|| = ||v|| ∀v ∈ V. Ťőřňşńă 2(v, w) = (||v + w||^2 − ||v||^2 − ||w||^2) ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺğőňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš ŋě šőńĳłő ďńĺŋş, ŋő ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě: (F v, F w) = (v, w) ∀v, w ∈ V, ă śšăńő ążšĳ, ŕěřěćőďĺš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś. Ŕő¡šőňş ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ğăďă-ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŕřěďěńĺšěńĳ ĺğőňěšřĺĺ řăćěŋ ńĺąő +1, ńĺąő −1. Ć ŕěřćőň śńşůăě ĺğőňěšřĺ£ ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋőľ, ćő ćšőřőň | ŋěśőąśšćěŋŋőľ.

Ěśńĺ V | ďćşňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ, šő, ğăŕĺśżćă£ ňăšřĺűş ĺğőňěšřĺĺ ć őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ć ćĺďě C = ( a c b d ) , čďě C�^1 = C^t,

ć śńşůăě det C = 1 ŋăţőďĺň

C�^1 = ( d −c −b a ) , őšłşďă C = ( a −b b a ) ĺ a^2 + b^2 = 1.

Ć śńşůăě det C = −1 ŕőńşůăěň

C�^1 = ( −d c b −a ) , őšłşďă C = ( a b b −a ) ĺ a^2 + b^2 = 1

Ŕőńăčă£ a = cos φ , b = sin φ, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ¡šĺ ĺğőňěšřĺĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ňăšřĺűăňĺ ( cos φ − sin φ sin φ cos φ ) ĺ ( cos φ sin φ sin φ − cos φ ) . Ŕěřćă£ ĺğ ŋĺţ ğăďă-ěš ŕőćőřőš, ă ćšőřă£ (śň.řĺś. 4{ Ă) | śĺňňěšřĺ¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ąĺśěłšřĺśśż şčńă ňěęďş ćěłšőřăňĺ e_1 ĺ F e_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćšőřă£ ňăšřĺűă ğăňěŋőľ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă ŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş: ( 1 0 0 −1 ) , ć ů-ěň ňőęŋő şąěďĺšĳś£ ĺ ůĺśšő ăńčěąřăĺůěśłĺ | ćżůĺśń££ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ

χ_F (t) = t^2 − 1 = (t − 1)(t + 1).

Ňż ŕőńşůăěň

-

6

ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷ3 JJ JJ JJ Ĵ

e_2

e_1

F e_1

F e_2

Řĺś. 4{Ă. Ŋěśőąśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺ£ . 1.5.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śőąśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺ£ ŕńőśłőśšĺ £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň, ă ŋěśőąśšćěŋŋă£ | őśěćőľ śĺňňěšřĺěľ.

Ŕőśłőńĳłş łşąĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋăď ŕőńěň ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ćśěčďă ĺňěěš łőřěŋĳ, ĺğőňěšřĺ£ šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őąńăďăěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň e_1 (łőšőřżľ ňőęŋő ćżąřăšĳ ś ||e_1|| = 1), ă šăł łăł ĺğőňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš ďńĺŋş, śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ş e_1 őą£ğăŋő ążšĳ řăćŋżň ±1. Ŕńőśłőśšĳ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă£ e_1 ąşďěš ŕěřěţőďĺšĳ ć śěą£ (š.ł. ĺğőňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě), ĺ ć ŋěľ ąşďěš ĺŋďşűĺřőćăšĳś£ ŕőćőřőš ĺńĺ őśěćă£ śĺňňěšřĺ£. Śőŕőśšăćńěŋĺě ćśěţ ¡šĺţ ćőğňőęŋőśšěľ ďřşč ś ďřşčőň ďőłăğżćăěš 1.5.2. Şšćěřęďěŋĺě. Śśőąśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺ£ šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň ćőłřşč ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ, ă ŋěśőąśšćěŋŋă£ | łőňŕőğĺűĺěľ šăłőčő ŕőćőřőšă ś őšřăęěŋĺěň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ őśĺ ŕőćőřőšă. Ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě őŋĺ ňőčşš ążšĳ ğăŕĺśăŋż ňăšřĺűăňĺ:

1 0 0 0 cos φ − sin φ 0 sin φ cos φ ĺ −1 0 0 0 cos φ − sin φ 0 sin φ cos φ .

Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ăŋăńőčĺůŋżě řěğşńĳšăšż ĺ ő ďřşčĺţ łńăśśăţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ őŕěřăšőřőć ŋăň ŋăďő ąőńěě ćŋĺňăšěńĳŋő ĺğşůĺšĳ ść£ğĳ ňěęďş ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ łőňŕńěłśŋőľ čěőňěšřĺěľ, ůěňş ĺ ąşďěš ŕőść£ź-ěŋ őśšăšőł ńěłűĺĺ.

x2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£

Ěśńĺ ğăďăŋă śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő řěÿěŋĺě ¡šőľ śĺśšěňż ňőęŋő ĺśłăšĳ ŋě šőńĳłő ć R^n, ŋő ĺ ć C^n , ŕřĺů-ěň ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ şřăćŋěŋĺľ ňőęŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă. İšă ŕřőűěďşřă ŋăğżćăěšś£ őłőňŕńěłśĺćăŋĺěň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R^n.

2.1. Ŕőśšřőěŋĺě C ⊗ V . Ŕşśšĳ V | n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň R. Řăśśňőšřĺň ŕř£ňş¿ śşňňş V ⊕ V , š.ě. ňŋőęěśšćő ŕăř

{(v_1, v_2) | v_1, v_2 ∈ V }

ś ŕőłőňŕőŋěŋšŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă. Ćňěśšő (v_1, v_2) ňż ŕő šřăďĺűĺĺ ąşďěň ŕĺśăšĳ v_1 + iv_2, ă ćňěśšő V ⊕ V | V ⊕ iV , čďě i | ¡šő ťőřňăńĳŋżľ ăšřĺąşš, ŕřĺŕĺśżćăěňżľ ł ćěłšőřăň ĺğ ćšőřőčő śńăčăěňőčő ďń£ šőčő, ůšőąż őšńĺůăšĳ ĺţ őš ćěłšőřőć ĺğ ŕěřćőčő śńăčăěňőčő (ŕőďůěřłŋş, ůšő řăćěŋśšćő v_1 +iv_2 = w_1 +iw_2 őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕăřş řăćěŋśšć v_1 = w_1 ĺ v_2 = w_2).

Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ⊕ iV şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕő ťőřňşńě

(x + iy) · (v_1 + iv_2)^{def}= (xv_1 − yv_2) + i(yv_1 + xv_2) ∈ V ⊕ iV,

čďě z = x + iy ∈ C , v_1 + iv_2 ∈ V ⊕ iV .

Ğăďăůă 4.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šăłőě şňŋőęěŋĺě ŋăďěń£ěš V ⊕ iV śšřşłšşřőľ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň C (š.ě. ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă).

Ŕřőśšřăŋśšćő V ⊕ iV , řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň C , ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ őąőğŋăůăěšś£ C ⊗ V . Ćěłšőřż v ∈ V ⊂ C ⊗ V ŋăğżćă¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ, ă ćěłšőřż ćĺďă iv (čďě v ∈ V ⊂ C ⊗ V ) | ůĺśšő ňŋĺňżňĺ.

2.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Řăğňěřŋőśšĳ łőňŕńěłśŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă C ⊗ V řăćŋă řăğňěřŋőśšĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , ĺ ń¿ąőľ ąăğĺś V ŋăď R ąşďěš ąăğĺśőň C ⊗ V ŋăď C .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V ŋăď ŕőńěň R, šő ćěłšőřż

e_1, e_2, . . . , e_n , ie_1, ie_2, . . . , ie_n śőśšăć£š ąăğĺś ŋăď R ć V ⊕ iV . Ŕő¡šőňş ∀w ∈ V ⊕ iV śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő řăğńőęěŋĺě w = ∑ x^ν · e_ν + ∑ y^ν · ie_ν ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ x^ν , y^ν . Ŋő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăűĺĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ¡šő řăćŋőśĺńĳŋő śşźěśšćőćăŋĺ¿ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋăď C : w = ∑ (x^ν + iy^ν ) · e_ν = ∑ z^ν · e_ν ś z^ν = x^ν + iy^ν ∈ C . � Ůšőąż şšőůŋĺšĳ, ŋăď łăłĺň ŕőńěň ćżůĺśń£ěšś£ řăğňěřŋőśšĳ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, śĺňćőń ¡šőčő ŕőń£ şłăğżćă¿š ć łăůěśšćě ĺŋďěłśă ş dim. Ł ŕřĺňěřş, ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő

dimR(V ) = dimC (C ⊗ V ).

Ąăğĺśż C ⊗ V , ŕřőĺśţőď£źĺě ĺğ ąăğĺśőć V , ŋăğżćă¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ. Řăğşňěěšś£, ć

C ⊗ V ĺňěěšś£ ňŋőčő ĺ ŋěćěźěśšćěŋŋżţ ąăğĺśőć (ňőęŋő ďăęě śłăğăšĳ ůšő ÀőąźĺľÁ ąăğĺś

£ćń£ěšś£ ĺňěŋŋő ŋěćěźěśšćěŋŋżň!).

Ğăďăůă 4.4. Ŕşśšĳ ćěłšőřż v_1, v_2, . . . , v_n śőśšăćń£¿š (ćőğňőęŋő, ŋěćěźěśšćěŋŋżľ) ąăğĺś C ⊗ V ŋăď C . Ďőłăęĺšě, ůšő ćěłšőřż v_1, v_2, . . . , v_n , iv_1, iv_2, . . . , iv_n śőśšăć£š ąăğĺś C ⊗ V ŋăď R.

2.2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ őŕěřăšőřă. Ěśńĺ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šő ěčő ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ďő łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă FC : C ⊗ V −→ C ⊗ V, ŕőńăčă£ FC (v_1 + iv_2)^{def}= F (v_1) + iF (v_2) ∈ V ⊕ iV.

Ğăďăůă 4.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő FC (zw) = zFC (w) ∀z ∈C ĺ ∀w ∈C ⊗ V .

2.2.1. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ V = R^2 ĺ F = ( cos φ − sin φ sin φ cos φ ) | ŕőćőřőš ŋă şčőń φ. Šőčďă

C ⊗ V = C^2 ĺ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě FC ąşďěš ğăďăćăšĳś£ šőľ ęě ňăšřĺűěľ, ůšő ĺ F . Ě-ě

ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ χ_{FC} (t) = t^2 − 2 cos φ · t + 1 ĺňěěš ďćă řăğńĺůŋżţ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋ£ λ_1 = cos φ + i sin φ = e^{iφ} ĺ λ_2 = cos φ − i sin φ = e�^{iφ} = λ_1�^1 = —λ_1, ĺ ğŋăůĺš, ć C^2 ňőęŋő

ćżąřăšĳ ąăğĺś, ć łőšőřőň FC ğăŕĺÿěšś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ( e^{iφ} 0 0 e�^{iφ} ) . Ğăďăůă 4.6. Ŋăŕĺÿĺšě ňăšřĺűş łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć ¡šőčő ąăğĺśă ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě C^2 .

İšőš ŕřĺňěř ĺńń¿śšřĺřşěš őąźĺľ ŕřĺŋűĺŕ: ş łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőčő őŕěřăšőřă FC ŋă

C ⊗ V ąőńĳÿě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ůěň ş ĺśţőďŋőčő F ŋă V . Ŕőśłőńĳłş őŕěřăšőřż, őąńă-

ďă¿źĺě ąőńĳÿĺň łőńĺůěśšćőň śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺğşůăšĳ ŕřőźě, śšăŋďăřšŋă£ ŕřőčřăňňă ĺśśńěďőćăŋĺ£ śćőľśšć ćěźěśšćěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż śŋăůăńă ĺğşůĺšĳ śćőľśšćă ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ, ă ğăšěň ÀśŕşśšĺšĳÁ ĺţ ć ĺśţőďŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋă ¡šőň ŕőśńěďŋěň ÿăčě ć ĺčřş ćśšşŕăěš šőš ťăłš, ůšő ş ćěźěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ă śšăńő ążšĳ ěčő ŋěćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ ěśšěśšćěŋŋő čřşŕŕĺřş¿šś£ ć ŕăřż.

2.2.2. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ FC : C ⊗V −→ C ⊗V | ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. Ćěłšőř w = v_1+iv_2 ∈ C ⊗V ś v_1, v_2 ∈ V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ďń£ FC ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň λ = a + ib = |λ|(cos φ + i sin φ) ∈ C , łőčďă ćěźěśšćěŋŋă£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć v_1, v_2 ć V ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ďń£ F ĺ ďěľśšćĺě F ŋă ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ąşďěš ć őąřăğş¿źĺţ {v_1, v_2} ğăďăćăšĳś£ ňăšřĺűěľ F = ( a b −b a ) = |λ| ( cos φ sin φ − sin φ cos φ )

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ FC ĺňěěň:

FC (v1 + iv2) = F (v1) + iF (v2) , čďě F (v1), F (v2) ∈ V.

Şśńőćĺě, ůšő v_1 + iv_2 | śőąśšćěŋŋżľ ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě:

FC (v1 + iv2) = (a + ib)(v1 + iv2) = (av1 − bv2) + i(bv1 + av2).

Śřăćŋĺćă£ łőňŕőŋěŋšż ćěźěśšćěŋŋőčő ŕř£ňőčő řăğńőęěŋĺ£ C ⊗ V = V ⊕ iV , ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň šřěąşěňş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ.

2.2.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őąńăďăěš ďćşňěřŋżň ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

2.2.4. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ćěłšőř w = v1 + iv2 (v1, v2 ∈ V ) £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ FC ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň λ ∈C , šő śőŕř£ę-ěŋŋżľ ćěłšőř —w = v_1 − iv_2 šăłęě ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ďń£ FC ś śőŕř£ę-ěŋŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň —λ. Ŕřĺ ¡šőň łőňŕńěłśŋă£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć w, —w ć C ⊗V ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěłšőřőć v_1, v_2 ć V , ă ¡šă ŕőśńěďŋ££ ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň őŕěřăšőřă F .

2.2.5. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőčő őŕěřăšőřă, őšćěůă¿źěě ćěźěśšćěŋŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ ĺ ś šěň ęě śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ş ĺśţőďŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă.

Ğăďăůă 4.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ĺğőňěšřĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ

˝(φ_1) ˝(φ_2) 0 ... ˝(φ_k) ±1 1 0 ... 1

,

čďě ğŋăł ćżąĺřăěšś£ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěň, £ćń£ěšś£ ńĺ ĺğőňěšřĺ£ śőąśšćěŋŋőľ, ă ůěřěğ ˝(φ_ν ) őąőğŋăůěŋż 2 × 2-ňăšřĺűż ŕőćőřőšőć ŋă şčńż 0 < φ_ν < 2π.

x3. Őćěźěśšćńěŋĺě

Ŕőśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋă ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ŕőď ŕřőšĺćőŕőńőęŋżň şčńőň. Ŕşśšĳ W | n-ňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕőśłőńĳłş R ⊂ C , ćőğňőęŋőśšĳ şňŋőęăšĳ ćěłšőřż ŕřőśšřăŋśšćă W ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ćłń¿ůăěš ć śěą£ ćőğňőęŋőśšĳ şňŋőęăšĳ ĺţ ĺ ŋă ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă. Ěśńĺ ňż ŕřĺňěň ćő ćŋĺňăŋĺě šőńĳłő ¡šş ŕőśńěďŋ¿¿, ğăążć ŕřő şňŋőęěŋĺě ŋă ŋěćěźěśšćěŋŋżě łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă, šő ŕřěăřćšĺň W ć ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň R, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ĺ őąőğŋăůăěšś£ WR. Ŕőďůěřłŋş, ůšő őŋő śőśšőĺš ĺğ ťĺğĺůěśłĺ šěţ ęě ćěłšőřőć, ůšő ĺ W , ĺ őšńĺůăěšś£ őš W šőńĳłő śňżśńőň, łőšőřżľ ćłńăďżćăěšś£ ć ŕőŋ£šĺě ńĺŋěľŋőśšĺ | ćňěśšő łőňŕńěłśŋőľ ńĺŋěľŋőśšĺ ňż ŋăůĺŋăěň řăśśňăšřĺćăšĳ ćěźěśšćěŋŋş¿ ńĺŋěľŋőśšĳ.

§3: Őćěźěśšćńěŋĺě 53

3.1. Ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ. Ěśńĺ ćěłšőřż e1, e2, . . . , en śőśšăćń£ńĺ ąăğĺś W ŋăď C , šő ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n , ie_1, ie_2, . . . , ie_n śőśšăć£š ąăğĺś WR ŋăď R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śşźěśšćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă w ∈ W ć ćĺďě w = ∑ z^ν e_ν ś łőňŕńěłśŋżňĺ z^ν = x^ν + iy^ν řăćŋőśĺńĳŋż śşźěśšćőćăŋĺ¿ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ w = ∑ x^ν e_ν + ∑ y^ν ie_ν ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, dimRWR = 2 dimC W . Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěźěśšćěŋŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n , ie_1, ie_2, . . . , ie_n ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś łőňŕńěłśŋżň ąăğĺśőň e_1, e_2, . . . , e_n .

3.2. Śřăćŋěŋĺě ńĺŋěľŋżţ čřşŕŕ. Ćśě őąřăšĺňżě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż F : V −→ V , ďěľśšćş¿źĺě ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k, śőśšăćń£¿š čřşŕŕş, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕőľ ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăď ŕőńěň k ĺ őąőğŋăůăěšś£ GL_k (V ) ĺńĺ ŕřőśšő GL(V ), ěśńĺ ŕőńě ŋěš ŋşęďż şšőůŋ£šĳ. Ťĺłśăűĺ£ ć V ąăğĺśă ŕőğćőń£ěš śőŕőśšăćĺšĳ łăęďőňş őŕěřăšőřş ěčő ňăšřĺűş ć ¡šőň ąăğĺśě, ůšő ğăďă-ěš ĺğőňőřťĺğň ŕőńŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕż ś čřşŕŕőľ ŕő şňŋőęěŋĺ¿ ŋěćżřőęďěŋŋżţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă n×n (čďě n = dim V ). İšă čřşŕŕă őąőğŋăůăěšś£ GL_n(k) ĺńĺ ŕřőśšő GL_n.

Ćěřŋ-ěňś£ ćŋőćĳ ł n-ňěřŋőňş łőňŕńěłśŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş W ĺ ťĺłśĺřşěň ć ŋ-ěň ąăğĺś {e_ν } ŋăď ŕőńěň C , őšőęďěśšćĺć šěň śăňżň čřşŕŕş GLC (W ) łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ś čřşŕŕőľ GL_n(C ) łőňŕńěłśŋżţ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă n × n. Ăŋăńőčĺůŋő, ŕřĺ ŕőňőźĺ ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n , ie_1, ie_2, . . . , ie_n őšőęďěśšćĺň čřşŕŕş GLR(WR) őąřăšĺňżţ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ś čřşŕŕőľ GL_{2n}(R) ćěźěśšćěŋŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă 2n ×2n. Ŕőśłőńĳłş łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż £ćń£¿šś£ šăłęě ĺ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżňĺ, ŕěřěğăŕĺśĳ łőňŕńěłśŋőčő őŕěřăšőřă ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě őŕřěďěń£ěš ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ GL_n(C ) −→ GL_{2n}(R). Őŕĺÿěň őąřăğ ¡šőčő čőňőňőřťĺğňă. Ŕşśšĳ F ∈ HomC (W, W ) ğăďă-ěšś£ ć łőňŕńěłśŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łőňŕńěłśŋőľ ňăšřĺűěľ Z = (z^μ_ν ) = (x^μ_ν + iy^μ_ν ) = X + iY , čďě X = (x^μ_ν ), Y = (y^μ_ν ) | ćěźěśšćěŋŋżě n × n-ňăšřĺűż. Šőčďă F (e_ν) = ∑ z^μ_ν e_μ = ∑ x^μ_ν e_μ + ∑ y^μ_ν ie_μ, ĺ, ćśńěďśšćĺě łőňŕńěłśŋőľ ńĺŋěľŋőśšĺ F , F (ie_ν) = iF (e_ν) = ∑ −y^μ_ν e_μ + ∑ x^μ_ν ie_μ. Šěň śăňżň, ŕěřěřăğńőęěŋĺě łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ŕő ćěźěśšćěŋŋőňş ąăğĺśş ąşďěš ąńőůŋőľ 2n × 2n-ňăšřĺűěľ ĺğ n × n-ąńőłőć ( X Y −Y X ) . (3-1)

Ğăďăůă 4.8. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, ćś£łĺľ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř šăłőčő ćĺďă ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś şňŋőęěŋĺěň ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă.

Ňż ŕőńşůăěň

3.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă őćěźěśšćń-ěŋŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ őąřăğőň łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋőčő, łőčďă ěčő ňăšřĺűă ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ś ŋěłőšőřżň łőňŕńěłśŋżň ąăğĺśőň, ĺňěěš

54 Ńěłűĺ£ 4: Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£

ąńőůŋżľ ćĺď (3-1), ŕřĺ ¡šőň śőőšćěšśšćş¿źĺľ łőňŕńěłśŋżľ őŕěřăšőř ć łőňŕńěłśŋőň ąăğĺśě ąşďěš ğăďăćăšĳś£ ňăšřĺűěľ X + iY .

3.3. Ŕřĺňěř: şśńőćĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă. Ŕşśšĳ W = C . Šőčďă WR = R^2 ĺ ćěźěśšćěŋŋżň ąăğĺśőň, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś łőňŕńěłśŋżň ąăğĺśőň {1} ⊂ C ąşďěš ąăğĺś {1, i}. Łőňŕńěłśŋőńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ć ¡šőň šřĺćĺăńĳŋőň śńşůăě | ¡šő ć šőůŋőśšĺ őŕěřăšőřż şňŋőęěŋĺ£ ŋă łăłőě ńĺąő łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z = a + ib. Ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě šăłĺě (ĺ šőńĳłő šăłĺě) őŕěřăšőřż ğăŕĺśżćă¿šś£ ňăšřĺűăňĺ ( a −b b a ) . Ćś£łă£ ťşŋłűĺ£ f : C −→ C ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋă ŋă ďćşţ £ğżłăţ. Ńĺąő łăł ťşŋłűĺ£ w = f(z) őďŋőľ łőňŕńěłśŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ, ńĺąő (ŕőśńě řăğďěńěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋżţ ĺ ňŋĺňżţ ůăśšěľ ş w = u + iv ĺ z = x + iy) łăł ŕăřă ťşŋłűĺľ { u = u(x, y) v = v(x, y) ŕăřż ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ťşŋłűĺ£ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋő-ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ, ěśńĺ ě-ě ŕřĺřăźěŋĺě (łăł ťşŋłűĺĺ őš őďŋőľ łőňŕńěłśŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ) ŕřĺąńĺęăěšś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćżśÿěčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň őš ŕřĺřăźěŋĺ£ ăřčşňěŋšă.

Ćěźěśšćěŋŋő-ďĺťťěřěŋűňřşěňőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ R^2 ć R^2 (ğăďăćăěňőě ŕăřőľ ťşŋłűĺľ őš ŕăřż ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ) őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő, šőńĳłő ńĺŋěľŋőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺ£ ŕřĺ ¡šőň ĺňěěšś£ ć ćĺďş ćěźěśšćěŋŋă£.

Ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŕěřăšőřż, ğăďă¿źĺě ńĺŋěľŋş¿ ůăśšĳ ŕřĺřăźěŋĺ£, ĺňě¿š ć ¡šĺţ ďćşţ śńşůă£ţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ćĺď Mz −→ df dz · Mz ĺ ( Mx My ) −→ ∂u ∂x ∂u ∂y ∂v ∂x ∂v ∂y · ( Mx My )

Ć ăŋăńĺğě ďőłăğżćăěšś£ šăłęě, ůšő ěśńĺ ćśě ůěšżřě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ĺğ ŕřăćőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ śşźěśšćş¿š ĺ ŋěŕřěřżćŋż ć ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ, šő ťşŋłűĺ£ ąşďěš ć ¡šőľ őąńăśšĺ ćěźěśšćěŋŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ. Śőŕőśšăćń££ ¡šő ś ŕřěďżďşźĺňĺ ŋăąń¿ďěŋĺ£ňĺ ő ňăšřĺűăţ łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő ŕăřă ćěźěśšćěŋŋżţ ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ őš ŕăřż ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ğăďă-ěš łőňŕńěłśŋő-ďĺťťěřěŋűĺřşěňş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺğ C ć C , łőčďă ćżŕőńŋ£¿šś£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă: ∂u ∂x = ∂v ∂y ĺ ∂u ∂y = − ∂v ∂x x4. Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż

4.1. Ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă. Ŕşśšĳ W | n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň C . Ěśńĺ őŋő ŕőńşůěŋő łăł řěğşńĳšăš łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ ŋěłőěčő ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

§4: Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż 55

V , šő ŋă ŋ-ěň ĺňěěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ śšřşłšşřă: ěčő őćěźěśšćńěŋĺě WR řăğńőęěŋő ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W = V ⊕ iV . Ŋăńĺůĺě šăłőčő řăğńőęěŋĺ£ ĺŋőčďă ążćăěš şďńąŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ć šěřňĺŋăţ ŋăńĺůĺ£ ŋă W ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă śő śŕěűĺăńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ.

4.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ ğăďăŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śšřşłšşřż łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő şłăğăšĳ šăłőľ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř σ ∈ HomR(WR, WR), łőšőřżľ ąż şďőćńěšćőř£ń şśńőćĺ£ň σ^2 = E ĺ σ(iw) = −iσ(w).

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ¡ăňěůăŋĺě. Ć śőůěšăŋĺĺ ś ćěźěśšćěŋŋőľ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ ŕőśńěďŋěě śőőšŋőÿěŋĺě őğŋăůăěš, ůšő σ(zw) = —zσ(w) ∀z ∈ C . İšő śćőľśšćő ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőľ ăŋšĺńĺŋěľŋőśšĳ¿. Őŕěřăšőř σ, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ£ň ŕřěďńőęěŋĺ£, ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřż (ĺńĺ ŕřőśšő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřőľ) ŋă łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ W = C ⊗ V = V ⊕ iV , šő ć łăůěśšćě σ ŋăďő ćğ£šĳ őŕěřăšőř łőňŕńěłśŋőčő śőŕř£ęěŋĺ£ ćěłšőřőć: σ : v_1 + iv_2 −→ v_1 − iv_2 ∀v_1, v_2 ∈ V .

Őąřăšŋő, ěśńĺ ŋă WR ĺňěěšś£ őŕěřăšőř σ c łćăďřăšőň ěďĺŋĺűă, šő ŕřőśšřăŋśšćő WR łăł ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěźěśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W^+R = {w ∈ WR| σw = w} W �R^{= {w ∈ W}R^{| σw = −w},} łőšőřżě £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ďń£ σ, őšćěůă¿źĺňĺ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ±1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕěřěśěłă¿šś£ šőńĳłő ŕő ŋşń¿, ă ĺţ śşňňă ŕőřőęďăěš ćś-ě WR, š.ł. ń¿ąőľ ćěłšőř w ∈ WR ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě w = w_+ + w� ś

w_+ = w + σw 2 ∈ W^+R ĺ w� = w − σw 2 ∈ W �R. Ğăďăůă 4.9. Ďőłăęĺšě, ůšő šőůŋő šăłőě ęě řăğńőęěŋĺě ĺňěěšś£ ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă ś łćăďřăšőň ěďĺŋĺűă, ďěľśšćş¿źěčő ć ń¿ąőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ń¿ążň ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšłă łőšőřőčő őšńĺůŋă őš 2.

Ďăńěě, ĺğ şśńőćĺ£ σ(iw) = −iσ(w) śńěďşěš, ůšő w ∈ W^+R šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă iw ∈ W �R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő: σ(iw) = −iσ(w) = −iw ⇐⇒ σ(w) = w. Ğŋăůĺš, WR = W^+R ⊕ iW^+R, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. �

4.2. Łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V | ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě £ćń£ěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň ŋěłőěčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W . Šăłőě ŕřőśšřăŋśšćő šăłęě őąńăďăěš śŕěűĺăńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ, ĺ ¡šő šőęě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ ŋă őŕěřăšőřŋőň £ğżłě.

4.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň R ğăďăšĳ śšřşłšşřş łőňŕńěłśŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, őćěźěśšćńěŋĺěň łőšőřőčő őŋő £ćń£ěšś£, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ğăďăšĳ ŋă V ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř I ś I^2 = −E.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ V = WR ďń£ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ŋăď ŕőńěň C , šő ć łăůěśšćě őŕěřăšőřă I ćżśšşŕăěš őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő i.

Őąřăšŋő, ěśńĺ ğăďăŋ R-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř I : V −→ V ś I^2 = −E, šő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őŕěřăűĺ¿ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺğ V ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ťőřňşńőľ (x + iy)v^{def}= xv + yI(v) ∀v ∈ V . Ŕřőćěřłă ăłśĺőň şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ďěńăěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. Ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ ĺ ďěľśšćĺě ěďĺŋĺűż őůěćĺďŋż, ă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ďőłăğżćăěšś£ ćżłńăďłőľ:

z_1(z_2v) =

= (x_1 + iy_1)(x_2v + y_2I(v)) = x_1x_2v + x_1y_2I(v) + y_1x_2I(v) + +y_1y_2I^2(v) =

= (x_1x_2 − y_1y_2)v + (y_1x_2 + x_1y_2)I(v) = ( (x_1x_2 − y_1y_2) + i(y_1x_2 + x_1y_2) ) I(v) = = (z_1z_2)v

Šăłĺň őąřăğőň, V śšăŋőćĺšś£ łőňŕńěłśŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ă ĺśţőďŋă£ śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň R ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă łăł řěğşńĳšăš őćěźěśšćńěŋĺ£ ¡šőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. � Őŕěřăšőř I : I^2 = −E ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż (ĺńĺ ŕřőśšő łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ) ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőňšřăŋśšćě V .

Ğăďăůă 4.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ąşďěš łőňŕńěłśŋőńĺŋěľŋżň, łőčďă őŋ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś őŕěřăšőřőň łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż.

x5. Łćăšěřŋĺőŋż

Ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^4 śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋőě śěňěľśšćő łőňŕńěłśŋżţ śšřşłšşř, ŕăřăňěšřĺğşěňőě šőůłăňĺ śšăŋďăřšŋőľ ďćşňěřŋőľ śťěřż. İšĺ śšřşłšşřż łřăśĺćěľÿĺň őąřăğőň śőčńăśőćăŋż ňěęďş śőąőľ ć őďŋş čĺŕěřłőňŕńěłśŋş¿ ĺńĺ šăł ŋăğżćăěňş¿ łćăšěřŋĺőŋŋş¿ śšřşłšşřş.

5.1. Łćăšěřŋĺőŋŋőě şňŋőęěŋĺě. Őąőğŋăůĺň śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż łőőřďĺŋăšŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R^4 ůěřěğ 1, i, j, k, šăł ůšő ćěłšőřż R^4 ąşďşš ğăŕĺśżćăšĳś£ ć ćĺďě:

q = x_0 + x_1i + x_2j + x_3k.

Ňż śőąĺřăěňś£ ććěśšĺ ŋă ćěłšőřăţ q şňŋőęěŋĺě R^4 × R^4 −→ R^4 šăł, ůšőąż őŋő ążńő Rąĺńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, š.ě. şďőćńěšćőř£ńő śőőšŋőÿěŋĺ£ň

(λq_1)q_2 = q_1(λq_2) = λ(q_1q_2) ∀λ ∈R ∀q_1, q_2 ∈ R^4 (q_1 + q_2)q_3 = q_1q_3 + q_2q_3 q_1(q_2 + q_3) = q_1q_2 + q_1q_3 ∀ q_1, q_2, q_3 ∈ R^4.

Šăłőě şňŋőęěŋĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ďěć£šĺ ŕőŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ňěęďş śőąőľ. Ňż őŕřěďěńĺň ĺţ šăł, ůšőąż ćěłšőř 1 ążń ďćşśšőřőŋŋěľ ěďĺŋĺűěľ ďń£ łőŋśšřşĺřşěňőčő şňŋőęěŋĺ£, łćăďřăšż őśšăńĳŋżţ šř-ěţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ążńĺ ąż řăćŋż −1: i^2 = j^2 = k^2 = −1,

§5: Łćăšěřŋĺőŋż 57

ă ŕőŕăřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ążńĺ ąż łőśőśĺňňěšřĺůŋż ĺ ćżůĺśń£ńĺśĳ ŕő ŕřăćĺńăň: ij = k jk = i ki = j ji = −k kj = −i ik = −j (ďń£ ĺţ ğăŕőňĺŋăŋĺ£ şďőąŋő ććěśšĺ ŋă ňŋőęěśšćě {i, j, k} űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł: · · · j < k < i < j < k < i < j · · · ; šőčďă ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ śőśěďŋĺţ ąşłć řăćŋő śńěďş¿źěľ ğă ŋĺňĺ śő ğŋăłőň À+Á, ěśńĺ ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ ňěŋĳÿě ćšőřőčő, ĺ śő ğŋăłőň À−Á | ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě).

Ŕřőďőńęă£ ¡šĺ ŕřăćĺńă ŕő ćěźěśšćěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ, ňż ŕőńşůăěň ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ďćşţ q = q_0 + q_1i + q_2j + q_3k ĺ p = p_0 + p_1i + p_2j + p_3k śńěďş¿źş¿ ťőřňşńş ďń£ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£:

p · q = (p_0q_0−p_1q_1−p_2q_2−p_3q_3) + + (p_0q_1+p_1q_0+p_2q_3−p_3q_2) i + + (p_0q_2+p_2q_0+p_3q_1−p_1q_3) j + + (p_0q_3+p_3q_0+p_1q_2−p_2q_1) k

(5-2)

5.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ććěď-ěŋŋă£ šőńĳłő ůšő őŕěřăűĺ£ ŋă ćěłšőřăţ R^4 ŋăğżćăěšś£ łćăšěřŋĺ-

őŋŋżň şňŋőęěŋĺěň, ă śăňĺ ćěłšőřż | łćăšěřŋĺőŋăňĺ.

Ŕřĺ řăśśňőšřěŋĺĺ łćăšěřŋĺőŋőć ćňěśšő R^4 ĺśŕőńĳğşěšś£ őąőğŋăůěŋĺě H . 5.2.1. Ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ. Ĺğ ťőřňşń (5-2) ćĺďŋő, ůšő łăł ńěćőě šăł ĺ ŕřăćőě şňŋőęěŋĺ£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋżľ łćăšěřŋĺőŋ £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ŋă

R^4, ĺğ ůěčő ćżšěłăěš ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿. Łćăšěřŋĺ-

őŋŋőě şňŋőęěŋĺě šăłęě ăśśőűĺăšĺćŋő. Ąńăčőďăř£ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ ŕřőćěřłă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ śćőďĺšś£ ł ŕřőćěřłě ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ łćăšěřŋĺőŋőć, łőšőřş¿ ŋěšřşďŋő śďěńăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő.

Ğăďăůă 4.11. Őą£ğăšěńĳŋő ŕřőďěńăľšě ¡šş ŕřőćěřłş!

5.3. Ŋőřňă ĺ śőŕř£ęěŋĺě. Łćăšěřŋĺőŋż ĺğ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěłšőřőć i, j.k ŋăğżćă¿šś£ ůĺśšő ňŋĺňżňĺ, ă łćăšěřŋĺőŋż, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě 1 | ćěźěśšćěŋŋżňĺ. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ łćăšěřŋĺőŋ őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śşňňż ćěźěśšćěŋŋőčő ĺ ůĺśšő ňŋĺňőčő łćăšěřŋĺőŋőć, ŋăğżćăěňżţ ěčő ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśš£ňĺ. Ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ňěŋ£¿źĺľ ğŋăł ş ćśěţ ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć ŋăğżćăěšś£ łćăšěřŋĺőŋŋżň śőŕř£ęěŋĺěň ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřšőľ śćěřţş, šăł ůšő

q_0 + q_1i + q_2j + q_3k^{def}= q_0 − q_1i − q_2j − q_3k.

Ńěčłő şśňőšřěšĳ, ůšő őďŋőćřěňěŋŋă£ śňěŋă ğŋăłă ş p_1, p_2, p_3 ĺ q_1, q_2, q_3 ć ťőřňşńăţ (5-2) řăćŋőśĺńĳŋă ŕěřěňěŋě ąşłć p ĺ q ňěęďş śőąőľ ĺ śňěŋě ğŋăłă ş ňŋĺňőľ ůăśšĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£. İšő ćżřăęăěšś£ ťőřňşńőľ —p · —q = qp.

Šěň śăňżň, śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺčőňőňőřťĺğňőň ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł şňŋőęěŋĺ¿ łćăšěřŋĺőŋőć, š.ě. ŕěřěćőďĺš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ćżůĺśń£ěňżě ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőĺ ŕőř£ďłě.

Ĺğ ŋăŕĺśăŋŋőľ ťőřňşńż śńěďşěš, ůšő łćăšěřŋĺőŋ q · —q ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ śőŕř£ęěŋĺĺ: q · —q = ——q · —q = q · —q, ă śšăńő ążšĳ, £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ŕřĺ ń¿ąőň q ∈ H. Ćżůĺśń££ ćěźěśšćěŋŋş¿ ůăśšĳ q· —q ŕő ťőřňşńě (5-2), ŕőńşůăěň: q· —q = Re(q· —q) = ∑ q^2_ν = ||q||, čďě ŕőď ŋőřňőľ ŕőŋĺňăěšś£ śšăŋďăřšŋă£ ěćłńĺďőćă ŋőřňă ŋă R^4. Ĺğ śłăğăŋŋőčő ćżšěłăěš

5.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śšăŋďăřšŋă£ ěćłńĺďőćă ŋőřňă ŋă R^4 ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă őšŋőśĺšěńĳŋő łćăšěřŋĺőŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£: ||pq|| = ||p|| · ||q|| ∀p, q ∈ H . Ďőłăğăšěńĳśšćő. ||pq||^2 = pq · pq = pq—q —p = p ||q||^2 —p = ||p||^2 ||q||^2 . � 5.3.2. Śńěďśšćĺě. (Šőęďěśšćő İľńěřă)

(x^2_0 + x^2_1 + x^2 + x^2_3) · (y^2_0 + y^2_1 + y^2 + y^2_3 ) = (x_0y_0−x_1y_1−x_2y_2−x_3y_3)^2 + + (x_0y_1+x_1y_0+x_2y_3−x_3y_2)^2 + + (x_0y_2+x_2y_0+x_3y_1−x_1y_3)^2 + + (x_0y_3+x_3y_0+x_1y_2−x_2y_1)^2

Šőęďěśšćő İľńěřă ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż ő ŕřěďśšăćĺňőśšĺ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă ć ćĺďě śşňňż ůěšżř-ěţ łćăďřăšőć, ŕőśłőńĳłş řěďşűĺřşěš ě-ě ł ğăďăůě ő ŕřěďśšăćĺňőśšĺ ŕřőśšżţ ůĺśěń.

5.4. Ďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő, ŋă ¡ńěňěŋšăţ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋż ďćě ąĺŋăřŋżě őŕěřăűĺĺ (śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě), ŋăğżćăěšś£ šěńőň, ěśńĺ ¡šĺ őŕěřăűĺĺ şďőćńěšćőř£¿š ćśěň ăłśĺőňăň ŕőń£, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň łőňňşšăšĺćŋőśšĺ şňŋőęěŋĺ£^2.

Ňż şęě ćĺďěńĺ, ůšő şňŋőęěŋĺě łćăšěřŋĺőŋőć ăśśőűĺăšĺćŋő, ďĺśšřĺąşšĺćŋő ĺ őąńăďăěš ěďĺŋĺűěľ. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ş łăęďőčő łćăšěřŋĺőŋă q ≠ 0 ĺňěěšś£ ďćşśšőřőŋŋĺľ őąřăšŋżľ q�^{1 def}= 1 ||q||^2 · —q. Ňż ŕőńşůăěň

5.4.1. Śńěďśšćĺě. Ňŋőęěśšćő łćăšěřŋĺőŋőć H ś őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ łćăšěřŋĺőŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ šěńőň.

Ğăďăůă 4.12. Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš ć H şřăćŋěŋĺě q^2 = −1 ? Ğăďăůă 4.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ń¿ąőľ ňŋĺňżľ łćăšěřŋĺőŋ ś ŋőřňőľ ěďĺŋĺűă £ćń£ěšś£ őŕěřăšőřőň łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż.

Ğăďăůă 4.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő H ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋő łăł ňŋőęěśšćő ťőřňăńĳŋżţ ğăŕĺśěľ ćĺďă q = z + wj, čďě z, w ∈ C , ă şňŋőęěŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł ś şů-ěšőň řăćěŋśšć:

j^2 = −1 ĺ zj = j —z ∀z ∈C .

2Čőćőř£ šőůŋěě, šřěąşěšś£, ůšőąż śńőęěŋĺě şďőćńěšćőř£ńő őążůŋżň ăłśĺőňăň śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, ă şňŋőęěŋĺě ążńő ąż ăśśőűĺăšĺćŋő, ćőğňőęŋő, ŋěłőňňşšăšĺćŋő, ŋő ăłśĺőňż ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ, śşźěśšćőćăŋĺ£ ěďĺŋĺűż ĺ śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă ćżŕőńŋ£¿šś£ łăł ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš śńěćă šăł ĺ ďń£ şňŋőęěŋĺ£ śŕřăćă.